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Тема 3.  
Аксіоми стереометрії  
та їхні найпростіші наслідки

Урок 1. Аксіоми стереометрії
РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) дізнаєтесь, що таке стереометрія;

2) дізнаєтесь про основні поняття стереометрії;

3) вивчите основні аксіоми стереометрії;

4) дізнаєтесь, про аксіоматичну побудову математики;

5) навчитесь робити умовні рисунки основних стереометричних конструкцій;

6) навчитесь використовувати стандартні позначення з теорії множин для запису належності 
та перетину основних стереометричних фігур;

7) дізнаєтесь, що таке переріз багатогранника;

8) навчитеся використовувати набуті знання для розв’язування практичних задач.

ІІ. (Усно). Повторення

1.	 Яке з тверджень 1) – 4) — хибне?
1) Будь-який квадрат є ромбом.
2) Існує ромб, який є прямокутником.
3) Якщо діагоналі чотирикутника рівні, то він є прямокутником.
4) Будь-який квадрат є прямокутником. 

2.	 Яке твердження 1) – 4) є правильним?
1) У будь-який ромб можна вписати коло.
2) У будь-який прямокутник можна вписати коло.
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3) Через будь-які три точки можна провести коло.
4) Навколо будь-якого ромба можна описати коло.

3.	 У трикутнику АВС дано: ∠C = 90°, AB = 10 см, BC = 51  см. Знайдіть cos∠A.
4.	 Дві сторони трикутника завдовжки 24 см і 25 см. Якою може бути довжина третьої 

сторони a трикутника?
5.	 На прямій позначили 20 точок так, що відстані між будь-якими двома сусідніми 

точками дорівнюють 3 см. Яка відстань між крайніми точками?

ІІІ. Точки, прямі та площини у просторі

Планіметрія (від Planum (латин.) — площина і «метрео» (грецьк.) — вимірюю, 
тобто «вимірювання плоского») — це розділ геометрії, в якому вивчаються фігури 
на площині.

Стереометрія (від «стереос» (грецьк.) — просторовий і «метрео» (грецьк.) — ви-
мірюю, тобто «вимірювання просторового») — це розділ геометрії, в якому вивча-
ються фігури у просторі.

У стереометрії вивчають властивості як плоских, так і неплоских фігур. Фігуру на-
зивають неплоскою, якщо не всі її точки лежать в одній площині.

У будь-якій науці зміст того чи іншого поняття розкривають за допомогою означень, 
де означуване поняття зводять до уже відомих. Однак існують поняття, з яких усе по-
чинається, а зміст інших понять розкривають за їхньою допомогою. Такі поняття на-
зиваються неозначуваними. Ми інтуїтивно розуміємо зміст цих понять без означення. 
У стереометрії такими поняттями є точка, пряма і площина. 

Матеріальними моделями частин площин є поверхня озера в тиху погоду, поверхня 
дзеркала, поле футбольного стадіону тощо. Саму площину уявляють нескінченною, 
ідеально рівною і без будь-якої товщини. 

Площина, як і пряма, складається з точок, тобто є множиною точок. 
Зображають площину на рисунках у вигляді паралелограма або довільної замкне-

ної області (див. рисунок).
Позначають площини зазвичай малими грецькими літерами α, β, γ тощо.

�
�

Універсальною множиною планіметрії, підмножиною якої є  будь-яка 
множина, є  площина, а  універсальною множиною стереометрії є  три-
вимірний простір.

Історична довідка
Куби, паралелепіпеди, піраміди, призми, сфери — всі ці просторові фігури зустрі-

чаються ще в пам’ятниках архітектури давніх вавилонян і єгиптян. Важливою зада-
чею давньоєгипетської і вавилонської геометрії було визначення об’ємів різноманітних 
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просторових фігур, оскільки ця задача відповідала потребам тогочасної архітектури 
та побутових розрахунків.

Стереометрія як наука виникла пізніше, ніж планіметрія, хоча сам термін плані-
метрія був утворений у  середньовіччі за зразком античного терміну «стереометрія». 
XI – XIII книги «Начал» Евкліда присвячені стереометрії.

IV. Аксіоми стереометрії

Властивості понять у стереометрії так, як і в інших науках, розкривають за допомо-
гою тверджень. Будь-яке твердження зазвичай вимагає доведення, що ґрунтується на 
інших істинних твердженнях. Однак на самому початку немає ніяких істинних твер-
джень, на які можна спиратися при доведенні. Тому існує потреба у введенні деякої 
системи тверджень, які приймаються без доведення. Такі твердження називають ак-
сіомами. 

Система таких тверджень має задовольняти умови 1) – 3).
1) Будь-яка аксіома не повинна випливати з інших аксіом.
2) Аксіоми не повинні суперечити одна одній.
3) Не  повинно існувати тверджень, які неможливо довести за допомогою аксіом 

та інших тверджень, які уже доведені.

Основні аксіоми стереометрії
Аксіома С0. У  будь-якій площині 
простору виконуються усі аксіоми 
планіметрії.

Аксіома дозволяє використовувати усі власти-
вості геометричних фігур, які були вивчені 
в курсі планіметрії.

Аксіома С1. Для будь-якої площини 
простору існує точка, яка їй не нале-
жить.

Із цієї аксіоми випливає, що не усі фігури ле-
жать в  одній площині, тобто площина не за-
повнює собою увесь простір.

Аксіома С2. Якщо дві точки прямої 
належать площині, то й  уся пряма 
належить цій площині.

Наслідком цієї аксіоми є те, що коли пряма не 
лежить у  площині, то вона має із прямою не 
більше однієї спільної точки.
На практиці цю аксіому часто використовують 
для перевірки рівних поверхонь, наприклад, при 
штукатуренні стін правило (довгу пряму рейку) 
прикладають у декількох місцях до стіни та пе-
ревіряють, чи є зазор між правилом та стіною. 

Аксіома С3. Через будь-які три точ-
ки простору, що не лежать на одній 
прямій, проходить площина і  до 
того ж тільки одна.

Із цієї аксіоми випливає, що будь-які три точ-
ки, що не лежать на одній прямій, однозначно 
задають площину, тобто площину можна по-
значати за допомогою будь-яких трьох її точок, 
що не лежать на одній прямій. Наприклад, 
площина (ABC), (EKM) тощо.
Практичне використання цієї аксіоми —
триножні штативи до камер чи мікрофонів, 
дитячі велосипеди, які, як правило, роблять 
триколісними тощо.
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Аксіома С4. Якщо дві площини ма-
ють спільну точку, то вони перети-
наються по прямій, яка містить цю 
точку.

Ілюстрацією цієї аксіоми може бути зігнутий 
аркуш паперу, розгорнута книга чи ноутбук. 
Аксіома стверджує, що дві площини або не ма-
ють спільних точок узагалі, або перетинаються 
по прямій.

V. Умовні рисунки стереометричних конструкцій

�

A

B Площину зазвичай зображують у вигляді паралелограма 
або довільної замкненої області. Точки, які належать пло-
щині, зображають так, ніби вони належать паралелогра-
му (точка A), а точки, які не лежать у площині, — поза 
паралелограмом (точка B).

�
B

A

C Прямі, які лежать у даній площині, зображаються у ви-
гляді відрізків, кожна точка яких належить паралелогра-
му (пряма AB). 
Площини прийнято вважати непрозорими, тому частини 
ліній, які «сховані» під площиною, зображають пункти-
ром (частина прямої AC).

�
B

A

�
Дві площини, що перетинаються, зображають у вигляді 
двох паралелограмів, що мають спільну пряму. На рисун-
ку площина α перетинається з площиною β по прямій AB.

Примітка. Навіть правильно виконаний рисунок до стереометричної за-
дачі може ввести в оману (може здатися, що деякі прямі перетинають-
ся, хоча насправді це не так), тому потрібно враховувати, що рисунок це 
лише ілюстрація, яка допомагає зрозуміти суть задачі, а висновки слід 
робити, лише користуючись аксіомами і теоремами.

VI. �Стереометричні моделі. Поняття про перерізи 
багатогранників

Призма та піраміда є вдалими моделями для вивчення взаємного розміщення пря-
мих і площин у просторі.
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Призма є багатогранником, дві грані якого — рівні 
n-кутники (основи призми), площини яких не мають 
спільних точок, а решта n граней (бічні грані) — па-
ралелограми. 

A1

E1 D1

C1

B1

E D

A
C

B

Окремим випадком призми є паралелепіпед, усі гра-
ні якого — паралелограми.

B1
C1

D1

A1

A
D

B
C

Окремим випадком паралелепіпеда є прямокутний 
паралелепіпед, усі грані якого — прямокутники.

B1

D1

C1

A1

A
D

C

B

Якщо всі грані прямокутного паралелепіпеда є ква-
дратами, то такий паралелепіпед є кубом.

B1

D1

C1

A1

A D

C

B

Піраміда — це багатогранник, однією з граней якого 
є багатокутник (основа піраміди), а решта граней — 
трикутники зі спільною вершиною, яка є вершиною 
піраміди.

A D

B
C

S
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Піраміду, в  основі якої лежить трикутник, назива-
ють також тетраедром.

C
B

A

S

Тетраедр, усі ребра якого рівні, називають правиль-
ним тетраедром.

C
B

A

S

За допомогою аксіоми C4 знаходять перетин площин 
з  іншими просторовими фігурами, зокрема багатогран-
никами. Такий перетин, який є спільною частиною даної 
площини й багатогранника, називають перерізом багато-
гранника, а дану площину — січною площиною.

Перерізи багатогранника мають задовольняти умови 
1) – 3). 

1) Будь-який переріз багатогранника є багатокутником.
2) Усі вершини перерізу належать ребрам багатогранника. 
3) Усі сторони перерізу належать граням багатогранника.

Приклад 1. Побудуйте переріз прямокутного пара-
лелепіпеда, який проходить через точки E, F 
та D1 (див. рисунок).

C
A

B

S

A1

B1

C1

A

B

C

D

D1

E
F
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Розв’язання. 1) Точки E та F належать площи-
ні (ABC), тому, за аксіомою C2, уся пряма EF 
належить площині (ABC), отже, відрізок EF 
є стороною шуканого перерізу.
2) Точки E та  D1 належать площині (ADA1), 
тому, за аксіомою C2, уся пряма ED1 належить 
площині (ADA1), таким чином, відрізок ED1 
є стороною шуканого перерізу.
3) Точки F та  D1 належать площині (DCC1), 
тому, за аксіомою C2, уся пряма FD1 належить 
площині (DCC1), тому відрізок FD1 є стороною 
шуканого перерізу.
Отже, трикутник EFD1  — шуканий переріз 
(див. рисунок). 

VII. �Стандартні позначення з теорії множин: належність точки 
прямій, належність точки площині, належність прямої площині

Символ належності «∈» в записі x X∈  — 
означає належність деякого елемента x 
множині X, яка складається з однорідних 
елементів. Наприклад, пряма є  множи-
ною точок, тому належність точки A пря-
мій a позначається так: А ∈ а. 
У випадку, коли елемент не належить 
множині, вживають символ ∉.

�
B

C

D

A

A ∈ α — точка A належить площині α.
D ∉ α — точка D не належить площині α.
B ∈ а — точка B належить прямій a.
C∈ а — точка C належить прямій a.
A ∉ а — точка A не належить прямій a.
D ∉ a — точка D не належить прямій a.

Символ включення ⊂ порівняно із симво-
лом належності ∈ має дещо інший зміст. 
Запис Y ⊂ X означає, що певна множина Y 
є частиною (або підмножиною) іншої мно-
жини X. Наприклад, пряма й  площина 
є множинами точок простору. Якщо пряма 
a лежить у площині α, то множина точок 
прямої a є частиною (підмножиною) множи-
ни точок площини α, тому записують a ⊂ α, 
а не a ∈ α. У випадку, коли одна множина 
не є частиною іншої, вживають символ ⊄.

�

b

a

a ⊂ α — пряма a лежить у площині α. 
b ⊄ α — пряма b не лежить у площині α.

Приклад 2. За рисунком визначте правильні записи: 
1) а ∈ α; 	 2) А ∈ α;
3) b ∈ β; 	 4) В ⊂ β.
Розв’язання. Запис А ∈ α — правильний, а  записи: 
а ∈ α, b ∈ β, В ⊂ β — неправильні. 
Правильно: a ⊂ α, b ⊂ β, В ∈ β.
Відповідь. А ∈ α. 

A1

B1

C1

A

B

C

D
E

F

D1

�

D

A

� Bb

a
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VIII. �Стандартні позначення з теорії множин: перетин прямої 
та площини, перетин площин

Символ перерізу «∩» або спільної 
частини множин також має свою 
специфіку. Запис Х ∩ Y означає 
множину спільних елементів 
множин X i Y. Наприклад, запис 
a ∩ α означає множину спільних 
точок прямої а і площини α.

�

b

a

A

b ∩ α = A — пряма b перетинає площину α у точці A. 
a ∩ α = a — пряма a лежить у площині α (аналогіч-
ний запис a ⊂ α).
a ∩ b = ∅ — прямі a та b не мають спільних точок, 
де ∅ — порожня множина. 

Приклад 3. Накресліть куб ABCDA BC D1 1 1 1 . По яких пря-
мих перетинаються площини:
1) (АВС) i (АА1D1);
2) (АА1B1) i (ADD1);
3) (BB1C1) i (CC1D1)? 
Запишіть за допомогою символів. 
Розв’язання.
1) (ABC) ∩ (AA1D1) = AD.
2) (AA1B1) ∩ (ADD1) = AA1.
3) (BB1C1) ∩ (CC1D1) = CC1.

IX. Розв’язування практичних задач

Як я вирішую певну проблему?

Задача. У кімнаті, що має форму прямокутного па-
ралелепіпеда ABCDA1B1C1D1, декоративні сві-
тильники розміщені у точках E, F та G (див. ри-
сунок). Дизайнер хоче розмістити на ребрі CC1 
четвертий такий світильник так, щоб усі сві-
тильники лежали в одній площині. Допоможіть 
дизайнеру розмістити четвертий світильник.

B1

D1

C1

A1

A D

C

B

A1

B1

C1

D1

E

A

B

C

D

G

F
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X. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1.	 Через точки A, B і C проходять дві різні площини. Як розміщені точки A, B і C? 
Чому?

2.	 Чи можуть дві площини мати:
— лише одну спільну точку; 
— лише дві спільні точки; 
— безліч спільних точок?

3.	 Точки A і B лежать у площині α, а точка C не лежить у цій площині. Доведіть, що 
площини α і (ABC) перетинаються по прямій AB.

4.	 Оберіть правильні твердження:
1) будь-які дві різні точки завжди лежать в одній площині;
2) будь-які три різні точки завжди лежать в одній площині;
3) будь-які дві різні точки завжди лежать на одній прямій;
4) будь-які три різні точки завжди лежать на одній прямій.

5.	 Оберіть неправильні твердження:
1) пряма і площина можуть мати одну спільну точку;
2) пряма і площина можуть мати три спільні точки;
3) пряма і площина можуть не мати спільної точки;
4) пряма і площина можуть мати тільки дві спільні точки.

6.	 Чому мотоцикл із коляскою має стійке положення на дорозі, а мотоцикл без ко-
ляски — ні?

7.	 Чому замкнені двері нерухомі, а незамкнені двері можна відчинити?
8.	 Сконструюйте або вкажіть у навколишньому середовищі моделі:

1) двох площин, що перетинаються;
2) прямої, що перетинає площину;
3) трьох площин, що перетинаються по одній прямій.

9.	 Зобразіть на рисунку взаємне розміщення точок, прямих і  площин за даними 
умовами:
1) � ( )ABC BC� ;	 	 2) � � � � � �c c, .

10.	 Дано n-кутну піраміду. Змоделюйте формулу для обчислення кількості елементів 
піраміди: 1) вершин; 2) ребер; 3) граней.

Рівень B

1.	 У просторі задано чотири точки, причому жодні три з них не лежать на одній пря-
мій. Скільки прямих можна провести через різні пари цих точок?

2. 	 На площині правильне твердження: «Пряма, що не проходить через вершину 
трикутника і перетинає його сторону, перетинає хоча б одну з двох інших його 
сторін». Чи виконується це твердження в просторі? Відповідь обґрунтуйте.

3.	 У просторі задано чотири точки, жодні три з яких не лежать на одній прямій. 
Скільки площин можна провести через різні трійки цих точок?
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4.	 На площині справджується твердження: «Якщо кути AOB і BOC прямі і не збіга-
ються, то кут AOC — розгорнутий». Чи справджується це твердження в просторі? 
Відповідь обґрунтуйте.

5.	 У кубі ABCDA1B1C1D1 задано точку P на ребрі AA1. Площини яких граней перети-
нає пряма, що лежить у площині грані куба і проходить через дану точку та одну 
з вершин куба? Скільки таких прямих можна провести?

6.	 У піраміді SABCD задано точку M на ребрі SA. Площини яких граней піраміди 
перетинає пряма, що лежить у площині грані піраміди і проходить через дану 
точку та одну з вершин піраміди? Скільки таких прямих можна провести?

7.	 ABCDA1B1C1D1 — куб, точка M — середина ребра AA1. Побудуйте точку перетину:
1) прямої DM з прямою A1D1;
2) прямої D1M з площиною ABC;
3) прямої BM з площиною B1C1D1.

8.	 Про площини α і β та пряму a відомо, що � � � c , a � � , a M� � . Доведіть, що 
a c M = .

9.	 Точки A, B, C і D не лежать в одній площині. Доведіть, що жодні три з них не ле-
жать на одній прямій.

10.	 Вершина D чотирикутника ABCD належить площині α, а всі інші вершини ле-
жать поза цією площиною. Продовження сторін BA і BC перетинають площину α 
в точках M і K відповідно. Доведіть, що точки M, D і K лежать на одній прямій.

Рівень C

1.	 Дано куб ABCDA1B1C1D1. Назвіть площини, кожна з яких проходить принаймні 
через три вершини куба.

2.	 На трьох бічних ребрах прямокутного паралелепіпеда розміщено по дві точки. 
Скільки можна провести площин, кожна з яких проходитиме принаймні через 
три з даних точок?

3.	 На трьох бічних ребрах чотирикутної піраміди розміщено по три точки. Скільки 
можна провести площин, кожна з яких проходитиме принаймні через три з даних 
точок?

4.	 Площини α і β перетинаються по прямій c. Площина γ перетинає дані площини 
по прямих a і b відповідно. Доведіть, що коли прямі a і b перетинаються, то точка 
їхнього перетину лежить на прямій c.

5.	 Якщо одна з чотирьох точок не належить жодній площині, яка проходить через 
інші три точки, то таку властивість має будь-яка з даних точок. Доведіть.

6.	 Яка найбільша кількість прямих може утворитися в результаті попарного перети-
ну трьох площин?

7.	 Про площини α, β і γ відомо, що � � � c , � � � a,  � � � b , a c M = . Доведіть, 
що M ∈ b.

8.	 Точка M — спільна точка двох площин ABC і BCD. Знайдіть відрізок BC, якщо 
BM = 4 см, MC = 7 см.

9.	 На скільки частин можуть розділити простір чотири площини?
10.	 Доведіть, що в просторі існують прямі, які не лежать в одній площині.
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Рефлексія 

1.	 Я розумію, що таке стереометрія.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я знаю основні поняття стереометрії.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я знаю, яку роль відіграють аксіоми в будь-якій науці.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я знаю основні аксіоми стереометрії.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я умію робити умовні рисунки основних стереометричних конструкцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я знаю, що таке переріз багатогранника.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я умію використовувати стандартні позначення з теорії множин для запису на-
лежності та перетину основних стереометричних фігур.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

8.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Історія виникнення стереометрії.
2.	 Аналіз відмінностей і подібностей між аксіомами планіметрії і стереометрії.
3.	 Вплив зміни аксіом на побудову альтернативних геометрій.
4.	 Аналіз твору Е. Ебботта «Флатландія» та спроба моделювання чотиривимірного 

простору.
5.	 Побудова стереометричних моделей у середовищі Geogebra.
6.	 Наочне пояснення аксіом стереометрії на прикладах архітектурних споруд.



26



27



28



29


	U1-1: Off


