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Тема 12.  
Коло та круг

Урок 5. Довжина кола та площа круга
РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

дізнаєтесь, що таке число π;

навчитеся обчислювати довжину кола за його радіусом;

вивчите формулу для обчислення довжини дуги кола;

дізнаєтесь, як знаходити площу круга;

навчитесь шукати площі кругового сектора та кругового сегмента.

навчитеся використовувати набуті знання для розв’язування практичних задач.

ІІ. Повторення (5 хв)

1.	 Кінці хорди кола ділять його на дві дуги, градусна міра однієї з яких у 5 разів 
більша за градусну міру другої дуги. Знайдіть градусні міри цих дуг. 

2.	 Спільна хорда двох кіл, що перетинаються, є стороною правильного трикутника, 
вписаного в одне коло, і стороною правильного шестикутника, вписаного в друге 
коло. Довжина хорди дорівнює 12 см. Знайдіть відстань між центрами кіл, якщо 
вони лежать по різні боки від хорди.

3.	 Два кола, відстань між центрами яких дорівнює 17 см, мають зовнішній дотик. 
Знайдіть радіуси цих кіл, якщо відстань між точками дотику кіл з їхньою спіль-
ною зовнішньою дотичною дорівнює 15 см.

4.	 Кінці діаметра кола віддалені від дотичної до цього кола на 12 см і 22 см. Знай-
діть радіус кола.

5.	 У колі проведено хорди AB і CD, які перетинаються в точці M. Знайдіть довжину 
відрізка AC, якщо CM = 3 см, BM = 9 см, BD = 12 см.
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ІІІ. Довжина кола та довжина дуги кола

Для розуміння того, що таке довжина кола, можна розглянути певну модель кола, 
зроблену з тонкого дроту. Розрізавши таке коло в деякій точці і розпрямивши дріт, ми 
отримаємо відрізок, довжина якого і є довжиною кола.

https://www.geogebra.org/m/JEfwEPBa _________________________________

1

0,5

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Периметр будь-якого правильного багатокутника, вписаного 
в коло, є наближеним значенням довжини кола. Чим більше сто-
рін у такому багатокутнику, тим точніше наближення периметра 
багатокутника до довжини кола. Можна уявляти коло як правиль-
ний багатокутник із нескінченною кількістю сторін (див. рисунок).

https://www.geogebra.org/m/q7yjctje __________________________________

Для будь-якого правильного n-кутника відношення його периметра Р = nan, де an — 

довжина сторони багатокутника, до діаметра описаного кола a

n

n

sin180°
 є сталою вели-

чиною, яка дорівнює n
n

�
�sin180  і не залежить від довжини сторони правильного n-кут-

ника. Тому й  для кола відношення його довжини до діаметра також є  величиною 
сталою, тобто однаковою для будь-якого кола.

Таке відношення є ірраціональним числом, тобто його не можна подати у вигляді 
звичайного дробу, чисельник і знаменник якого є цілими числами.

Прийнято позначати це число грецькою літерою p  (читається, як «пі»).
Наближене значення числа: p ≈ 3,1415926. Для практичних обчислень достатньо 

округлити число p  до 0,01, тобто p ≈ 3,14.
Число π — перша буква грецького слова ��������� , яке й означає коло. Цю літеру 

на позначення числа π почали використовувати з XVIII ст. Чи не вперше це зробив 
Леонард Ейлер. Оскільки число π показує відношення довжини кола до його діаметра, 
то формула для обчислення довжини С кола з радіусом R матиме вигляд: С = 2pR.

https://www.geogebra.org/m/JEfwEPBa
https://www.geogebra.org/m/q7yjctje
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Змоделюємо формулу для обчислення дуги кола з градусною мірою n°. 
Оскільки градусна міра всього кола дорівнює 360°, то довжина дуги кола в 1° дорів-

нює: 2
360 180
� �R R
�
�

�
. Тоді довжину l дуги в n° можна обчислити за формулою: l R n� �

�
180

.

Історична довідка
За формулою довжини дуги кола будь-хто може обчислити довжину кола з точні-

стю, кращою ніж це міг зробити наймудріший вчений стародавнього Єгипту чи дав-
нього Риму. Стародавні єгиптяни вважали, що коло довше за діаметр у  3,16 разу, 
а римляни — у 3,12 разу. Така розбіжність виникала тому, що вони встановлювали це 
значення просто з досвіду, а не строгими математичними міркуваннями. 

Давньогрецький філософ Архімед обчислював периметр вписаного у коло правиль-

ного 96-кутника і визначив, що це число дорівнює 31
7
. Довгий час це число і бралося 

для розрахунків і навіть одним із днів числа «пі» вважають 22 липня, оскільки 31
7

22
7

=  

або 22.07. Проте, число p  — ірраціональне, тобто не може бути виражене звичайним 
дробом. Однак, зазвичай використовується значення числа π, що дорівнює 3,14. Тому 
днем числа «пі» також уважають 14 березня (14.03).
Приклад 1. На скільки збільшиться довжина кола, якщо радіус збільшити на 1 см?

Розв’язання. Якщо радіус початкового кола R см, то його довжина С = 2πR см. 
Якщо ж радіус кола стане (R +1) см, то його довжина — C1 = 2π(R +1) = 2πR + 2π (см).
Отже, довжина кола збільшиться на 2π см.
Відповідь. На 2π см.

Приклад 2. У більшості людей відстань між кінчиками пальців рук, витягнутих у про-
тилежні сторони, приблизно дорівнює їхньому зросту. Чоловік охопив стовбур де-
рева так, що пальці його рук доторкнулись. Знайдіть діаметр стовбура дерева, 
якщо зріст чоловіка 170 см.
Розв’язання. Оскільки довжина кола, що охоплює стовбур дерева, дорівнює 170 см, 

то використаємо формулу C = 2πR. Звідси: 2 170
3 14

54 14R C
� � �
� ,

,  (см). 

Відповідь. 54,14 см. 

ІV. Площа круга

Площу круга, обмеженого даним колом, визначають як величину, до якої прямує 
площа правильного n-кутника, вписаного в це коло, при необмеженому зростанні чис-
ла n.

Правильний n-кутник складається із n рівних рівнобедрених 
трикутників (див. рисунок).

Знайдемо площу одного з трикутників S OH ABAOB� � �
1
2

.

При необмеженому зростанні кількості сторін n довжина висо-
ти цього трикутника наближатиметься до довжини радіуса описа-
ного навколо нього кола. Тобто площа круга наближатиметься до 

O

A BH
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величини 1
2
n AB R⋅ ⋅ , при цьому величина n ⋅ AB є периметром правильного n-кутни-

ка, який наближатиметься до довжини кола.

Отже, площу круга можна обчислити за формулою S R R R� � � �
1
2

2 2� � .

Історична довідка
За однією з гіпотез площу круга стародавні єгиптяни обчислюва-

ли як 64
81

 від площі квадрата, в яку вписаний круг (див. рисунок). 

При цьому похибка обчислення становила менше від 1 %.
Цікаву ідею для знаходження площі круга запропонував Лео-

нардо да Вінчі. Він запропонував розділити круг на сектори, а по-
тім «розпрямити» круг і сумістити частини так, як показано на ри-
сунку (див. рисунок). Таким чином, круг рівний за площею площі паралелограма зі 
стороною πr та висотою r. Отже, площа круга дорівнює πr2.

Із формули площі круга випливає, що площі кругів відносяться, як квадрати їхніх 
радіусів. Тому якщо в піцерії, замість трьох однакових піц, вам запропонують одну, але 
вдвічі більшу за діаметром, то варто погодитися на такий обмін. 

Примітка. Проілюструйте спосіб доведення Леонардо да Вінчі 
за допомогою Geogebra-аплету: https://www.geogebra.org/m/CZf7DZZy

Приклад 3. Знайдіть площу круга, обмеженого колом, довжина якого π см.
Розв’язання. 1) Знайдемо радіус кола за формулою: C = 2πR.
Тоді: π = 2πR, R = 0,5 см.
2) Площа круга: S = πR2 = π ∙ 0,52 = 0,25π (см2). 
Відповідь. 0,25π см2.

Приклад 4. Три піци з діаметром 20 см кожна коштують стільки ж, скільки одна піца, 
діаметр якої становить 40 см. Яке замовлення доцільніше?
Розв’язання. 1) Радіус меншої піци дорівнює 10 см, тому її площа S1 = 100p см2.
Три таких піци будуть мати площу 300π см2.
2) Радіус більшої піци дорівнює 20 см, тому її площа S2 = 400p см2. 
Отже, доцільніше купувати одну більшу піцу.
Відповідь. Доцільнішим є замовлення піци з діаметром 40 см.

https://www.geogebra.org/m/CZf7DZZy
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V. Площа сектора. Площа сегмента

Означення кругового сектора й сегмента, формули для обчислення їхніх площ по-
дано в таблиці. 
Сектор 
(круговий 
сектор)

O

Кожну з  частин круга, що знаходиться між двома 
його радіусами разом із цими радіусами називають 
сектором або круговим сектором. 
Площа сектора, що відповідає центральному куту 1°, 

дорівнює �R2

360�
, тобто 1

360
площі круга. Тому площа 

сектора, що відповідатиме центральному куту n°, 

можна обчислити за формулою: Sсект = �R n
2

360
� .

Сегмент
(круговий 
сегмент)

O

A

B

Хорда круга ділить круг на дві частини, кожну з яких 
разом із цією хордою називають сегментом або круго-
вим сегментом.
Площу сегмента можна обчислити якщо від площі 
відповідного йому сектора відняти площу трикутни-
ка AOB, якщо сегмент не містить центр круга, або до-
дати площу трикутника AOB, якщо сегмент містить 

центр круга. Тобто: Sсегм = �R n S AOB

2

360
�  � .

VI. Розв’язування практичних задач. Групова активність

Як я вирішую певну проблему?

Задача 1. Три вежі стільникового зв’язку мобільного оператора, радіус дії кожної з яких 
30 км, розташовані на рівнинній місцевості і знаходяться на відстані 30 км одна 
від одної. Знайдіть площу місцевості, на якій мобільний зв’язок має найкраще 
покриття за сприятливих погодних умов (найкращим уважається покриття в зоні 
дії усіх трьох веж). Відповідь запишіть з точністю до 1 км2.

Задача 2. Якщо щільно обтягнути земну кулю сталевим дротом, який не рветься і не 
розтягується, то як глибоко в землю вріжеться дріт, якщо його охолодити на 1°C? 
При охолоджені на 1°C сталевий дріт скорочується на 0,0001 своєї довжини. Ува-
жайте довжину Землі по екватору рівною 40 000 км.

VІІ. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1. На рисунку зображено коло з центром в точці O, довжина якого 
дорівнює 64 см. Знайдіть довжину меншої дуги AB кола, якщо 
∠АОВ = 90°. (ЗНО, 2012 р.).

O

A

B
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2.	 На котушку, діаметр якої 0,6 м, намотано 30 витків дроту. Знайдіть довжину дроту.
3.	 Знайдіть довжину орбіти штучного супутника Землі, якщо він рухається по круго-

вій орбіті на відстані 320 км від поверхні Землі. Радіус Землі наближено дорівнює 
6370 км.

4.	 Яку найбільшу кількість людей можна розсадити за круглим столом із радіусом 
1 м, якщо на кожну людину треба розрахувати не менш від 60 см довжини цього 
стола?

5.	 Стадіон має форму прямокутника, на протилежних менших сторонах якого побу-
довано два півкола. Довжина бігової доріжки навколо цього поля дорівнює 400 м. 
Знайдіть ширину стадіону, якщо прямолінійні ділянки цієї доріжки (більші сто-
рони прямокутника) мають довжину 100 м.

6.	 Знайдіть площу циркової арени, довжина кола якої 41 м.
7.	 Катети прямокутного трикутника дорівнюють 6 см і 8 см. Знайдіть площі кругів, 

вписаного та описаного навколо цього трикутника.
8.	 Знайдіть площу кільця, обмеженого концентричними колами з радіусами 5 см 

і 10 см.
9.	 Знайдіть площу сектора та площу сегмента круга з радіусом 18 см, якщо їхня дуга 

містить:
1) 30°;	 2) 60°;	 3) 210°;	 4) 270°.

10.	 Із квадратного листа жерсті вирізали круг із найбільшою можливою площею. Яку 
частину від цього листа становлять відходи?

Рівень B

1.	 Знайдіть довжину кола, описаного навколо прямокутника, сторони якого дорів-
нюють 33 см і 56 см.

2.	 Сторона правильного трикутника дорівнює 18 см. Знайдіть довжини кіл та площі 
кругів, описаного навколо трикутника та вписаного в трикутник.

3.	 З точністю до 1 мм знайдіть довжини кіл, зображених 
на клітчастому папері, якщо сторона клітинки дорів-
нює 1 см (див. рисунок).

4.	 Вантаж піднімають за допомогою блока. На яку висоту підніметься вантаж за ві-
сім обертів блока, якщо його діаметр дорівнює 150 мм?

5.	 Дві водопровідні труби з діаметром по 12 см кожна потрібно замінити однією тру-
бою тієї самої пропускної здатності. Визначте діаметр цієї труби.

6.	 Потяг їде зі швидкістю 90 км/год. Скільки обертів за 1 хвилину робить колесо по-
тяга, якщо діаметр колеса 95 см?
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7.	 Катет прямокутного трикутника дорівнює a, а прилеглий гострий кут — β. Знай-
діть площу круга, обмеженого колом, описаним навколо цього трикутника.

8.	 На сторонах прямокутного трикутника, як на діаметрах, побудовано три півкру-
ги. Доведіть, що площа найбільшого з півкругів дорівнює сумі площ двох інших.

9.	 Знайдіть радіус круга, якщо площа сектора цього круга дорівнює 200π см2, а від-
повідний центральний кут становить 36°.

10.	 У крузі з радіусом R проведено дві паралельні хорди, кожна з яких стягує дугу 
60°. Знайдіть площу частини круга, що міститься між хордами.

Рівень C

1.	 На квадратній кахельній плитці зображено «місяць» (див. ри-
сунок). Знайдіть з точністю до 1 см його периметр, якщо дуги, 
які утворюють «місяць» є дугами кола, а сторона плитки дорів-
нює 10 см. 

2.	 Кругла вальниця складається із 26 стальних кульок, діа-
метри яких по 10 мм. Знайдіть радіус внутрішнього круга 
вальниці, якщо вона виготовлена зі сталі товщиною 2 мм, 
а відстані між її сусідніми кульками дорівнюють їхнім ра-
діусам (див. рисунок).

3.	 Навколо правильного n-кутника зі стороною a описано коло і  в  нього вписано 
коло. Доведіть, що площа кільця, обмеженого цими колами, не залежить від чис-
ла n.

4.	 Знайдіть площу спільної частини круга з діаметром AB і трикутника ABC, якщо 
AB = BC = AC = a.

5.	 Через середину дуги півкруга провели пряму, яка відтинає від нього третину пло-
щі. У якому відношенні ця пряма ділить діаметр півкруга?

6.	 Сторони трикутника дорівнюють 17 см, 25 см і 28 см. Коло з центром на найбіль-
шій стороні трикутника дотикається до двох інших сторін. Знайдіть площу круга, 
обмеженого цим колом.

7.	 Коло ділить кожну сторону рівностороннього трикутника на три рівні частини 
завдовжки по 2 см. Знайдіть площу частини трикутника, що лежить усередині 
кола.

8.	 Дано круговий сектор із центральним кутом 60° та з радіусом R. Знайдіть площу 
круга, вписаного у цей сектор.

9.	 На сторонах квадрата, як на діаметрах, побудували півкола у внутрішній частині 
квадрата. Знайдіть площу «чотирилисника», що утворився всередині квадрата, 
якщо сторона квадрата дорівнює a.

10.	 Знайдіть довжину кола, вписаного у круговий сегмент, якщо периметр цього се-
гмента дорівнює a, а дуга, яка його стягує, має градусну міру 120°.
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Рефлексія 

1.	 Я розумію, як знаходити довжину кривої лінії.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я знаю, що таке число π.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я умію знаходити довжину кола.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я знаю формулу для знаходження довжини дуги кола.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я можу знаходити площу круга, якщо відомий його радіус.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я умію знаходити площу кругового сектора.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я розумію, як знаходити площу кругового сегмента.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

8.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Мнемонічні правила для запам’ятовування числа π.
2.	 Задача про квадратуру круга та її вплив на розвиток математики.
3.	 Задача про арбелос Архімеда.
4.	 Задача про «серпики» Гіпократа.
5.	 Мелодія числа π.
6.	 Софізми, пов’язані з обчисленням довжини кола та площі круга.
7.	 Методи обчислення числа π.
8.	 Застосування формул для визначення довжини кола та площі круга при обчис-

ленні периметрів та площ різноманітних орнаментів.
9.	 Довжина кола та площа круга в астрономії.
10.	 Визначення розмірів Землі за допомогою формули довжини дуги.
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