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Тема 5.  
Інтеграл та його 
застосування. Площі 
поверхонь та об’єми тіл
Урок 1. Первісна функції

РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) взнаєте нові терміни: інтегрування, первісна функції, невизначений інтеграл, стала інте-
грування, підінтегральна функція, підінтегральний вираз, зміна інтегрування;

2) засвоїте основну властивість первісної та її графічну ілюстрацію;

4) вивчите таблицю первісних функцій;

5) навчитеся знаходити первісні функцій за таблицею невизначених інтегралів;

6) навчитеся розв’язувати задачі, де потрібно знайти первісну функції, графік якої проходить 
через задану точку;

7) навчитеся виражати первісні функцій у практичних задачах.

ІІ. Повторення. Математична естафета

1.	 Які дії між числами та між функціями виконують у математиці?
2.	 Які дії називаються оберненими?
3.	 Яку дію називають оберненою до дії «додавання»?
4.	 Яку дію називають оберненою до дії «множення»?
5.	 Оберненою дією до дії «піднесення числа до степеня» є дія … 
6.	 Оберненою дією до потенціювання є дія …
7.	 Що називають диференціюванням функції?

Диференціювання функцій має обернену дію, яку називають інтегруванням. За до-
помогою інтегрування можна визначити функцію, похідна якої дорівнює заданій.
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ІІІ. Означення первісної функції

Означення. Функцію F(x) називають первісною функції f(x) на заданому про-
міжку (або на всій області визначення), якщо для всіх значень аргументу x із цьо-
го проміжку (з області визначення) виконується рівність � �F x f x( ) ( ) .

Наприклад, функція F x x( ) =
6

2
 є первісною для функції f x x( ) = 3 5 , оскільки 

� �
�

�
�

�

�
�
�
�F x x x( )

6
5

2
3 .

Приклад 1. Доведіть, що функція F x x( ) =
4

4
 є первісною функції f x x( ) = 3 , якщо x R∈ . 

Доведення. Знайдемо похідну функції F(x). 

Оскільки � �
�

�
�

�

�
�
�
�F x x x( )

4
3

4
, то функція F x x( ) =

4

4
 є  первісною функції f x x( ) = 3  

для всіх x R∈ .

ІV. Основна властивість первісної

Теорема. Якщо функція F(x) — первісна функції f(x), то будь-яка функція 
F x C( ) + , де C — довільна стала, також є первісною функції f(x).

Якщо до функції F x x( ) =
4

4
 додати будь-яке число С, то утворена функція 

F x x C( ) � �
4

4
 також буде первісною функції f x x( ) = 3 , бо похідна від числа дорівнює 0. 

Висновок. Отже, якщо деяка функція має первісну, то таких первісних 
безліч. 

Усі первісні функції y f x= ( )  можна записати за допомогою формули, яку назива-
ють загальним виглядом первісних для функції y f x= ( ) .

Теорема. Якщо функція F(x) є первісною функції f(x), то будь-яку іншу 
первісну Ф(х) функції f(x) можна подати у вигляді �( ) ( )x F x C� � , де C — 
довільне число (константа). 

Вираз F x C( ) +  називають загальним виглядом первісних для функцій f(x) або мно-
жиною всіх первісних для функцій f(x).

Оскільки ( ( ) ) ( ) ( ) ( )F x C F x C f x f x� � � � � � � � �0 , то F x C( ) +  — первісна функції f(x).
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Приклад 2. Вантажівка має бак із об’ємом 450 л, який наповнений двадцятьма літ-
рами палива. Складіть первісну функції, що визначає кількість палива через t 
хвилин, якщо швидкість наповнення бака v = 2 л/хв. 
Розв’язання. Оскільки за одну хвилину в бак потрапляє 2 літри палива, то за t 
хвилин бак наповниться 2t літрами палива. У баку було 20 літрів, тому первісна 
функції: V(t) = 2t + 20.
Відповідь. V(t) = 2t + 20.

У наведеному прикладі функція кількості палива має вигляд V(t) = 2t + C, де C за-
лежить від того, скільки літрів палива було спочатку, тобто, за умовою, 20 л, тому: 
� � � � � � � �� �V t t t( ) ( )2 20 2 20  = 2 + 0 = 2, де 2 л/хв — швидкість наповнення баку пальним. 
Зрозуміло, що С — стала величина, яка визначає початкову кількість палива, може 

змінюватися і набувати будь-яких значень від 0 л до 450 л. 

V. Невизначений інтеграл

Означення. Загальний вигляд первісної будь-якої функції y = f(x) називають не-
визначеним інтегралом цієї функції і позначають f x dx( )∫ . 
Читають: «інтеграл функції f від x по де x».

Таким чином, множина всіх первісних функції f(x) дорівнює невизначеному інте-
гралу, тобто f x dx F x C( ) ( )� � � , де знак ∫  називають інтегралом.

При цьому, f(x) — підінтегральна функція, dx  — диференціал від x.
Тоді f x dx( )  — підінтегральний вираз, аргумент x — змінна інтегрування, C — ста-

ла інтегрування, F(x) — первісна функції f(x).
Дію знаходження множини первісних функції f x dx( )∫  називають інтегруванням 

функції f(x). 
Щоб перевірити правильність інтегрування, потрібно скористатися основною влас-

тивістю первісних: f x dx f x( ) ( )�� �� � , тобто знайти похідну кінцевого результату інте-
грування і переконатися, що отримали підінтегральну функцію. 

Справді, за означенням: f x dx F x C( ) ( )� � � , тоді: 

f x dx F x C F x C f x( ) ( ( ) ) ( ) ( )�� �� � � � � � � � � .

Приклад 3. Знайдіть загальний вигляд первісних функції y x� � 7при х ∈ R. 
Розв’язання. Потрібно знайти таку функцію, похідна якої дорівнює −x7 . 

Тобто F x x C( ) � � �
8

8
, оскільки � � � �

�

�
�

�

�
�
�
� �F x x C x( )

8
7

8
.

Відповідь. F x x C( ) � � �
8

8
.
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VІ. Графічна ілюстрація основної властивості первісної

Геометричний зміст основної властивості первісної 
полягає в  тому, що графіки будь-яких двох первісних 
функції f(x) утворюються один з одного паралельним пе-
ренесенням на C одиниць (див. рисунок). 

VII. �Таблиця первісних функцій або таблиця невизначених 
інтегралів

dx x C� �� sin cosdx x C� � �� cos sindx x C� ��

x dx x
n

Cn
n

�
�

�
�

�
1

1
,  n � �1

dx
x

x C� �� ln dx
x

x C
sin

ctg2 � � ��

a dx a
a

Cx
x

� �� ln
,  a > 0 e dx e Cx x� �� dx

x
x C

cos
tg2 � ��

Приклад 4. Знайдіть загальний вигляд первісних функції y x= 23 .

Розв’язання. Перепишемо початкову функцію так: y x=
2
3 . 

Тоді x dx x C x C
2
3

5
3

533
5

3
5

� � � � �� .

Відповідь. 3
5

53 x C+ .

VIIІ. �Знаходження первісних функцій, графік яких проходить 
через задану точку

Важливою задачею є задача знаходження первісної, графік якої проходить через 
задану точку, або, по-іншому, — задача обчислення константи інтегрування.

Якщо функція f(x) має первісну F(x), графік якої проходить через точку A(x0; y0), то 
константа інтегрування задовольняє рівняння F(x0) + C = y0.

Алгоритм знаходження первісної,  
графік якої проходить через задану точку

1.	 Записуємо невизначений інтеграл.
2.	 Знаходимо загальний вигляд первісної.
3.	 Підставляємо координати заданої точки замість аргументу функції та значення 

підінтегральної функції.

1

x

y

O 1

y f x= ( )
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4.	 Розв’язуємо отримане рівняння, щоб визначити сталу інтегрування C.
5.	 Записуємо функцію, з урахуванням знайденої константи інтегрування.
Приклад 5. Знайдіть первісну від f(x) = x, графік якої проходить через точку (4; 5).

Розв’язання.
1) Записуємо невизначений інтеграл f x dx xdx( ) � �� . Із таблиці невизначених ін-

тегралів для xdx∫  шукаємо множину всіх первісних заданої функції. 
2) Оскільки підінтегральна функція є  степеневою, для якої n = 1, то маємо 

xdx x C� � �
2

2
. 

3) Підставляємо координати заданої точки (4; 5) у вираз для первісної. 

Оскільки x = 4, а f(x) = 5, то отримуємо рівняння 5 4
2

2

� �C , де невідомим є стала 

інтегрування C. 
4) Розв’язуємо отримане рівняння: С = –3. 
5) Отже, первісна функції f(x) = x, графік якої проходить через задану точку (4; 5), 

має вигляд F x x( ) � �
2

2
3 .

Відповідь. F x x( ) � �
2

2
3 . 

Застосування первісної функції найрізноманітніше. Сфери застосування первісної: 
фізика, механіка, економіка, медицина, біотехнології, транспортна логістика тощо. 

Наприклад, щоб знайти роботу A, яку сила виконує при переміщенні тіла, потрібно 
знайти невизначений інтеграл, тобто A F x dx� � ( ) .

IX. Розв’язування практичної задачі

Як я вирішую певну проблему?

Задача. Рівень забруднення річки зростає із швидкістю P ′(t). Опишіть екологічний 
стан річки після вимірювання рівня забруднення на початку моніторингу.

X. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень А

1.	 Знайдіть загальний вигляд первісних:
1) f(x) = 3;	 2) f(x) = 5x;	 3) f(x) = 2x3;	 4) f(x) = 7x−2.

2.	 Знайдіть первісну функції y = f(x), графік якої проходить через точку A (x; y):
1) f(x) = 5, A(1; 2);	 	 2) f(x) = 2x, A(1; 3);

3) f(x) = 3x2, A(0; 2);	 	 4) f(x) = cos x, A 0
2
; ��

�
�

�

�
� .
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3.	 Обчисліть функцію f(x), якщо відомий невизначений інтеграл:
1) f x dx x( )� � �9 8 ;		  2) f x dx x( )� � � �8 62 ;

3) f x dx x( ) sin� � �4 2 ;	 4) f x dx x( ) cos� � � �12 18 ;

5) f x dx ex( ) ln� � �2 3 ;	 6) f x dx x( ) ln� � �
1
2

5 ;

7) f x dx x( )� � �6 2 ;		 8) f x dx x x( ) tg� � �2 4 ;

9) f x dx x x( )� � � �
1
3

12 43 ;	 10) f x dx x( ) ctg� � � 2 .

4.	 Знайдіть функцію f(x), якщо відомий загальний вигляд первісної:
1) F x x C( ) � �4 ;		  2) F x x C( ) � � �2 2 ;
3) F x x C( ) � �5 3 ;	 	 4) F x x C( ) sin� �4 ;
5) F x x C( ) cos� � �7 ;	 6) F x e Cx( ) � �2 ;

7) F x x C( ) � �6 ;		  8) F x
x

C( ) � � �8 1 ;

9) F x x C( ) ln| |� �
1
2

;		 10) F x x C( ) � � ��3
2

2 .

5.	 Для функції f(x) знайдіть первісну, що набуває заданого значення у визначеній 
точці:

1) f x( ) = 4 , F ( )1 2= ;		 2) f x x( ) sin= , F �
4

0�

�
�

�

�
� � ;

3) f x x( ) = , F ( )0 2= ;		 4) f x x( ) cos= , F ( )� � �� 1 .
6.	 Установіть, чи є функція F(x) первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:

1) F x x( ) � �2 43 , f x x( ) � �6 12 , x ∈ (–∞; +∞);
2) F x x x( ) � �5 2 , f x x( ) � �5 2 , x ∈ (–∞; +∞);
3) F x x( ) cos= 2 , f x x( ) sin� �2 , x � �( ; )� � ;

4) F x x( ) � � 2 , f x
x

( ) = 1
2

, x ∈ (0; +∞). 

7.	 Доведіть, що функція F(x) є первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:
1) F x x( ) = 3 , f x x( ) = 3 2 , x ∈ (–∞; +∞);	 2) F x x( ) � � 2 , f x x( ) � �2 , x ∈ (0; +∞); 
3) F x x( ) cos� � , f x x( ) sin= , x ∈ R ;	 4) F x ex( ) � �1 , f x ex( ) = , x ∈ R. 

8.	 Пацієнту ввели 80 мг лікарського препарату, швидкість зміни концентрації якого 
обчислюється за формулою � � � �c t e t( ) .4 0 5 . Знайдіть c(t) та обчисліть концентрацію 
ліків у крові пацієнта через три години, якщо початкова концентрація становила 
c(0) = 80 мг.

Рівень B

1.	 Знайдіть загальний вигляд первісних:

1) f(x) = e2;	 2) f(x) = cos x;	 3) f(x) = e2x;	 4) f(x) = 1
x
.
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2.	 Знайдіть первісну функції y = f(x), графік якої проходить через точку A (x; y):

1) f(x) = e2, A (0; 2);	 	 2) f(x) = 2cos x, A 0
2
; ��

�
�

�

�
� ;

3) f(x) = e2x, A (0; 1);	 	 4) f(x) = 1
x
, A(1; 2).

3.	 Знайдіть функцію f(x), якщо відомий невизначений інтеграл:

1) f x dx x x( )� � � � �
3
2

8 22 ;	 2) f x dx ex( ) cos� � � �3 3
4

;

3) f x dx x x( ) cos tg� � � � �12 2 ;	 4) f x dx x x( )� � � �
4

4
2 ;

5) f x dx x x( ) sin� � �1 ;	 6) f x dx e xx( ) ln� � �
1
2

2 , для x > 0;

7) f x dx x( ) ( ) ln� � � �2 3 52 ;	 8) f x dx x( ) ( )� � � �2 1 13 4 ;

9) f x dx x
x

( )� �
�
2

1 3
;	 	 10) f x dx x x( ) cos� � .

4.	 Знайдіть функцію f(x), якщо відомий загальний вигляд первісної:

1) F x x C( ) sin( )� �5 3 ;	 2) F x x x C( ) � � �
1
7

1
3

7 3 ;

3) F x x C( ) cos( )� � �4 2 ;	 4) F x e Cx( ) � �
1
2

2 ;

5) F x x C( ) ln( )� �3 2 ;	 6) F x x C( )1 4
1
3� � ;

7) F x x C( ) ( )� � � ��1
3

12 3 ;	 8) F x x C( ) ( )� � �2 13 4 ;

9) F x x C( ) tg� �6 ;	 	 10) F x x x C( ) sin� � .
5.	 Для функції f(x) знайдіть первісну, яка набуває заданого значення у визначеній 

точці:

1) f x
x

( ) = 12 , F ( )1 2� � ;	 2) f x
x

( )
sin

=
2
2 , F �

4
0�

�
�

�

�
� � ;

3) f x x( ) = 4 3 , F ( )� �1 2 ;	 4) f x x( ) cos= 3 , F ( )� � �� 1 .
6.	 Установіть, чи є функція F(x) первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:

1) F x x( ) sin� �3 , f x x( ) cos= , x ∈ (–∞; +∞);
2) F x x( ) � �5 4 , f x x( ) � �4 3 , x ∈ (–∞; +∞);
3) F x x( ) cos� �7 , f x x( ) sin� � , x ∈ (–∞; +∞);

4) F x x( ) � ��2 2 , f x
x

( ) = 1
2 3 , x ∈ (0; +∞).

7.	 Доведіть, що функція F(x) є первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:
1) F x x( ) � �3 25 , f x x( ) =15 4 , x ∈ (–∞; +∞);
2) F x x( ) � � ��3 1 , f x x( ) � �3 4 , x ∈ (0; +∞);
3) F x x( ) sin cos� �2 5 , f x x( ) cos= 2 , x ∈ R;

4) F x x( ) ctg� �� , f x
x

( )
sin

=
1
2 , x � �( ; )� � .
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8.	 Рівень забруднення річки зростає зі швидкістю P ′(t) = 2t (од/день). Опишіть еколо-
гічний стан річки, після вимірювання рівня забруднення на початку моніторин-
гу, якщо P(0) = 100 та встановіть рівень забруднення через тиждень.

9.	 Безпілотник рухається прямолінійно з прискоренням a(t) = 2t (у м/с2). Знайдіть 
закон руху безпілотника, якщо в момент t = 1 c його швидкість дорівнює 10 м/c, 
а координата становить 15 м. 

10.	 Швидкість дрона, що рухається прямолінійно, задана формулою v t t t( ) � � �2 2 1  
(у м/с). Запишіть формулу залежності координати руху дрона від часу, якщо відо-
мо, що в момент t = 0  с дрон знаходився на станції пуску. Точку пуску вважайте 
за початок координат.

Рівень С

1.	 Знайдіть загальний вигляд первісних:

1) f(x) = 2e2;	 2) f(x) = 3sin x;	 3) f(x) = 25x;	 4) f(x) = 1
2cos x

.

2.	 Знайдіть первісну функції y = f(x), графік якої проходить через точку A (x; y):
1) f(x) = 2e2, A (0; 2); 		 2) f(x) = 3sin x, A (0; π );

3) f(x) = 25x, A (0; 1); 		 4) f(x) = 1
2cos x

, A 0
4
; ��

�
�

�

�
� . 

3.	 Знайдіть функцію f(x), якщо відомий невизначений інтеграл:

1) f x dx x( ) sin( )� � �5 3 2 ;	 2) f x dx x x e( )� � � �
1
10

3 710 5 3 ;

3) f x dx x( ) cos( )� � � � �4 1 2 ;	 4) f x dx xex( )� � �3 18 ;

5) f x dx e xx( ) ln ,� � �2 3
1

 для x > 0;	 6) f x dx x( ) cos� � �
1
4

52 ;

7) f x dx x( ) ln(ln ) cos� � �
1
2

5 , для x > e;	 8) f x dx x( ) ( ) ln� � � �
1
3

1 23
2
3 ;

9) f x dx x x( ) ln( )� � � � � �3 1 2 12 ;	 10) f x dx x( ) sin� � � �4 1 24 .
4.	 Знайдіть функцію f(x), якщо відомий загальний вигляд первісної:

1) F x x C( ) cos( )� �
1
2

2 ;	 2) F x x x C( ) � � �
1
8

1
5

8 5 ;

3) F x x C( ) ctg ( )� � �
1
4

22 ;	 4) F x x e Cx( ) � �
1
3

3 3 ;

5) F x tg x x C( ) ( ) ln( )� � � �2 4 1  для x > 1;	 6) F x x C( ) sin( )� � � �4 1 ;

7) F x x C( ) ln (sin )� �2 , для sin x > 0;	 8) F x x C( ) ( )� � �
1
5

15
4
5 ;

9) F x x x C( ) ln( )� � � � � �4 1 2 12 ;	 10) F x x
x

C( ) �
�

�
2

1 2
.

5.	 Для функції f(x) знайдіть первісну, що набуває заданого значення у визначеній 
точці:

1) f x
x

( ) = 12 , F
1
2

12�

�
�

�

�
� � � ;	 2) f x

x
( )

cos
=

2
2 , F �

4
0�

�
�

�

�
� � ;

3) f x x( ) � �4 13 , F ( )� �1 2 ;	 4) f x x( ) sin= 2 , F ( )� � �� 1 .
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6.	 Встановіть, чи є функція F(x) первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:
1) F x x x( ) = 4 , f x x( ) = 6 , x ∈ (0; +∞);	

2) F x
x

( ) = 12 , f x x
( ) � �14 1

2 , x ∈ (0; +∞);

3) F x x( ) � �4 2 , f x x
x

( ) � �
�4 2

, x ∈ (–2; 2);

4) F x x x( ) cos� �2
2
, f x x( ) sin� �2 1

2 2
, x ∈ R.

7.	 Доведіть, що функція F(x) є первісною для функції f(x) на визначеному проміжку:
1) F x x( ) sin ln� �2 2 , f x x( ) sin= 2 , x ∈ R;

2) F x x( ) cos� �
1
2

2 5 , f x x( ) sin� � 2 , x ∈ R;

3) F x x x( ) � � �
1
7

17 , f x x( ) � �6 1 , x ∈ (–∞; +∞);

4) F x x( ) tg� ��
2
, f x x( )

cos
=

1

2
2

2
, x � �( ; )� � .

8.	 У ферментативній реакції швидкість росту бактерій обчислюється за формулою 
� � �N t e t( ) .50 0 1 . Знайдіть N(t) з урахуванням початкового значення N(0) = 100 та об-

числіть реакцію через 10 годин. Результат округліть до десятих.
9.	 Повінь в  кінці березня спричинила рівень забруднення річки, що зростала із 

швидкістю � � �P t e t( ) .40 0 05  (од/день). Опишіть екологічний стан річки, після вимі-
рювання рівня забруднення на початку моніторингу, якщо P(0) = 200 та встано-
віть рівень забруднення через місяць. Результат округліть до сотих.

Рефлексія

1.	 Я знаю, що таке первісна функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я розумію означення невизначеного інтеграла.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я знаю, як записати загальний вигляд первісної функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я вмію знаходити загальний вигляд первісної функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я вмію шукати первісну функції за допомогою таблиці невизначених інтегралів.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні
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6.	 Я розумію послідовність виконання дій в алгоритмі обчислення первісних функ-
цій, графік яких проходить через задану точку. 
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я вмію шукати первісну функції, графік якої проходить через задану точку.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Первісна у медицині. Моделювання виведення ліків з  організму. Дослідження 
моделей концентрації ліків, приклади з реальних фармакокінетичних графіків.

2.	 Використання первісної для оцінки рівня забруднення водойм. Прогнозування 
стану довкілля.

3.	 Первісна у біотехнологіях. Розмноження бактерій та ферментативні реакції. Мо-
делювання експоненційних процесів і  знаходження первісних для біологічних 
систем.

4.	 Від Архімеда до Ньютона. Історія виникнення інтегралів і первісних.
5.	 Первісна у транспорті. Оптимізація витрат пального. Приклади з логістики, як 

інтегрування допомагає знайти витрати пального при змінній швидкості руху.
6.	 Первісна у фізиці. Визначення шляху, пройденого рухомим об’єктом за відомою 

швидкістю. 
7.	 Математика та криптологія. Роль інтегралів у теорії шифрування. Дослідження 

застосування інтегралів у криптоаналізі та цифровій обробці сигналів. 
8.	 Первісна в економіці. Прибуток, витрати та оптимізація виробництва. Побудова 

моделей витрат/прибутку та їхній аналіз за допомогою первісних.
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