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Тема 4.  
Тригонометричні функції

Урок 8. Властивості тригонометричних функцій
РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) дізнаєтесь області визначення та значень основних тригонометричних функцій;

2) навчитеся визначати нулі тригонометричних функцій;

3) дізнаєтесь про найбільше і найменше значення функцій y = sinx та y = cosx і в яких точках 
ці значення досягаються;

4) навчитеся досліджувати тригонометричні функції на парність і непарність;

5) дізнаєтесь про проміжки знакосталості тригонометричних функцій;

6) дізнаєтесь про проміжки монотонності тригонометричних функцій;

7) навчитеся використовувати набуті знання для розв’язування практичних задач.

ІІ. Повторення

1.	 Порівняйте sin 2 і sin 4 .

2.	 Скільки коренів має рівняння cosx �
�
3

?

3.	 В якій координатній чверті знаходиться вершина параболи y = (x + 8)2 –16?

4.	 Обчисліть значення виразу sin arctg cos arctg2 21
2

1
2

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� . 

5.	 Повторіть основні властивості функцій: 
1) область визначення функції;
2) множина (область) значень функції;
3) нулі функції;
4) парність та непарність функції;
5) монотонність функції;
6) знакосталість функції.

10
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ІІІ. Область визначення тригонометричних функцій

Функція y = sinx y = cosx
Область 
визначення

Множина усіх дійсних чисел, тоб-
то: D y( ) ;� �� � �� �

Множина усіх дійсних чисел, тоб-
то: D y( ) ;� �� � �� �

Пояснення Оскільки означення синуса було 
сформульоване для будь-якого 
кута, то областю визначення 
функції y x= sin  є  множина усіх 
дійсних чисел.

Оскільки означення косинуса 
було сформульоване для будь-яко-
го кута, то областю визначення 
функції y x= cos  є  множина усіх 
дійсних чисел.

Функція y = tgx y = ctgx
Область 
визначення

Множина усіх дійсних чисел, ок-

рім чисел виду x n� �
�

�
2

, n ∈ Z

Множина усіх дійсних чисел, ок-
рім чисел виду x = pn, n ∈ Z

Пояснення За означенням, тангенс це відно-
шення синуса кута до косинуса, 
тому тангенс не визначений тоді, 
коли косинус дорівнює нулю, тоб-

то в точках виду: x n� �
�

�
2

, n ∈ Z.

За означенням, котангенс це від-
ношення косинуса кута до сину-
са, тому котангенс не визначений 
тоді, коли синус дорівнює нулю, 
тобто в точках виду: x = pn, n ∈ Z.

ІV. Область (множина) значень тригонометричних функцій

Функція y = sinx y = cosx
Область 
значень E(y) = [–1; 1] E(y) = [–1; 1]

Пояснення Для будь-якого кута x ордината 
точки, яка відповідає цьому куту, 
не може бути більшою за 1 чи 
меншою від –1, тому що ця точка 
завжди знаходиться на колі, рів-
няння якого х2 + у2 = 1. 

Для будь-якого кута x абсциса 
точки, яка відповідає цьому куту 
не може бути більшою за 1 чи 
менша від –1, тому що ця точка 
завжди знаходиться на колі, рів-
няння якого х2 + у2 = 1. 

Функція y = tgx y = ctgx
Область 
значень

E y( ) ;� �� � �� � E y( ) ;� �� � �� �
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Функція y = tgx y = ctgx
Пояснення Тангенс може бути будь-яким дій-

сним числом, тому що це ордина-
та точки перетину прямих y = kx 
та x = 1.

Котангенс може бути будь-яким 
дійсним числом, тому що це абс-
циса точки перетину прямих y = kx 
та y = 1.

xО

y

cos �

A

A
�sin �

ctg � tg �

в
іс

ь
т
а

н
г
е
н

с
ів

вісь котангенсів

�

V. Найбільше та найменше значення функцій синус і косинус

Найбільше значення функції y = sinx дорівнює 1 і досягаєть-

ся воно в точках, що відповідають кутам виду � �
2

2� n , n ∈ Z.

xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1

Найменше значення функції y = sinx дорівнює –1 і досяга-

ється воно в точках, що відповідають кутам виду � �
�

�
2

2 n , 

n ∈ Z.

xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1
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Найбільше значення функції y = cosx дорівнює 1 і досяга-
ється воно в точках, що відповідають кутам виду 2pn, n ∈ Z.

xО

y

A
0

1

1

–1

–1

Найменше значення функції y = cosx дорівнює –1 і досяга-
ється воно в точках, що відповідають кутам виду p + 2pn, 
n ∈ Z.

xО

y

A
�

�

1

1

–1

–1

VІ. Нулі тригонометричних функцій 

y = sinx x = pn, n ∈ Z
xО

y

A
0

1

1

–1

–1

A
�

�

y = cosx x n� �
�

�
2

, n ∈ Z
xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1

A �

2
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y = tgx x = pn, n ∈ Z tg sin
cos

x x
x

= , тому нулями функції y = tgx є  такі 

значення x, при яких sinx = 0, тобто x = pn, n ∈ Z.

y = ctgx x n� �
�

�
2

, n ∈ Z
ctg cos

sin
x x

x
= , тому нулями функції y = ctgx є такі зна-

чення x, при яких cosx = 0. Тобто, x n� �
�

�
2

, n ∈ Z.

Приклад 1. Знайдіть область визначення функції y x x� �tg ctg .

Приклад 2. Знайдіть область значень функції y x� �2 1sin .

VІI. Парність та непарність тригонометричних функцій

y = sinx Непарна
x

О

y

A
�

1

1–1

–1

�

–�

A
–�

Оскільки точки, що відповідають кутам α та –α симетричні від-
носно осі Ox, то синуси таких кутів протилежні. Отже, функція 
y = sinx — непарна.

sin( ) sin� � �x x .
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y = cosx Парна
x

О

y

A
�

1

1–1

–1

�

–�

A
–�

Оскільки точки, що відповідають кутам α та  –α симетричні 
відносно осі Ox, то косинуси таких кутів рівні. Отже, функція 
y = cosx — парна.

cos( ) cos� �x x .

y = tgx Непарна tg
sin
cos

sin
cos

tg�� � �
�� �
�� �

�
�

� �x
x
x

x
x

x , тобто функція непарна.

y = ctgx Непарна ctg
cos
sin

cos
sin

ctg�� � �
�� �
�� �

�
�

� �x
x
x

x
x

x , тобто функція непарна.

Примітка. Вісь Oy є віссю симетрії графіків парних функцій. Початок коорди-
нат є центром симетрії графіків непарних функцій.

Приклад 3. Дослідіть на парність функцію f x x x x( ) cos sin sin� � � �3 5 2 .

Приклад 4. Дослідіть на парність функцію f x
x

( )
sin

�
�

1
2 1

.

VIII. Монотонність тригонометричних функцій

y = sinx 
Зростає на кожному з проміжків виду � � ��

��
�

��
�

�
�

�
2

2
2

2n n; , n ∈ Z.

Спадає на кожному з проміжків виду �
�

�
�

2
2 3

2
2� ��

��
�

��
n n; , n ∈ Z.

y = cosx Зростає на кожному з проміжків виду [ ; ]� � � �� �2 2 2n n , n ∈ Z.
Спадає на кожному з проміжків виду [ ; ]2 2� � �n n� , n ∈ Z.
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y = tgx Зростає на кожному з проміжків виду � � ��

�
�

�

�
�

�
�

�
�

2 2
n n; , n ∈ Z.

Зростає на всій області визначення. 

y = ctgx Спадає на кожному з проміжків виду ( ; )� � �n n� , n ∈ Z.
Спадає на всій області визначення. 

IX. Проміжки знакосталості функцій

y = sinx sin x > 0  на кожному з проміжків виду ( ; )2 2� � �n n� , n ∈ Z.
sin x < 0  на кожному з проміжків виду ( ; )� � � �� �2 2 2n n , n ∈ Z.

y = cosx
cosx > 0  на кожному з проміжків виду � � ��

�
�

�

�
�

�
�

�
�

2
2

2
2n n; , n ∈ Z. cosx < 0  

на кожному з проміжків виду �
�

�
�

2
2 3

2
2� ��

�
�

�

�
�n n; , n ∈ Z.

y = tgx
tg x > 0  на кожному з проміжків виду �

�
�n n;

2
��

�
�

�

�
� , n ∈ Z. 

tg x < 0  на кожному з проміжків виду � ��

�
�

�

�
�

�
� �

2
n n; , n ∈ Z.

y = ctgx
ctg x > 0  на кожному з проміжків виду �

�
�n n;

2
��

�
�

�

�
� , n ∈ Z.

ctg x < 0  на кожному з проміжків виду � ��

�
�

�

�
�

�
� �

2
n n; , n ∈ Z.

Приклад 5. Порівняйте cos325° і cos350° .

X. Розв’язування практичної задачі

Як я вирішую певну проблему?

Задача 1. Металева кулька, підвішена на тонкій нитці, здійснює коливання, які опи-

суються рівнянням � �( ) sint t� 2
2

. Знайдіть:

1) положення кульки через 2 с та через 3 с від початку руху;
2) максимальне відхилення цієї кульки від положення рівноваги;
3) період коливання;
4) довжину нитки, на якій висить кулька.
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Задача 2. Олімпіадна задача. Чи існує функція f(x), визначена на множині всіх 
дійсних чисел така, що f x f x xsin cos sin� � � � � � ?

XI. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1.	 На яких із наведених проміжків функція y = sin x зростає:

1) ��

��
�

��
� �
2 2
; ;	 2) ��

��
�

��
� �
2
3
2

; ;	 3) � ��

��
�

��
3
2 2
� �; ;	 4) � ��

��
�

��
5
2

3
2

� �; ?

2.	 Побудуйте графік функції y = ctg x на відрізку [–2p; 2p] та вкажіть:
1) нулі функції на цьому відрізку;
2) значення, які не належать області визначення функції.

3.	 Порівняйте:
1) cos ,1 6p  і  cos ,1 68p ;	 2) sin20°  і sin21° ;

3) cos20°  i cos21° ;	 	 4) sin10
9
p  i sin 25

18
p .

4.	 Побудуйте графіки функцій y = cos x та y = sin x на відрізку [ ; ]�2 2� �  та укажіть 
проміжки, на яких функції одночасно додатні.

5.	 Дослідіть на парність функцію:

1) f x
x

( )
tg

�
�

1
2 1

;	 2) f x
x

( )
cos

�
�

1
2 1

;	 3) f x
x

( )
sin

=
1 ;	 4) f x

x
( )

cos
=

1 .

6.	 Знайдіть область значень функції: 
1) f x x( ) sin= 3 ;	 	 2) f x x( ) cos� �3 2 .

Рівень B

1.	 Побудуйте графік функції y = sin x на відрізку [–2p; 2p] та  вкажіть проміжки 
зростання функції на цьому відрізку.

2.	 Побудуйте графік функції y = cos x на відрізку [–p; 3p] та вкажіть проміжки спа-
дання функції на цьому відрізку.

3.	 Побудуйте графік функції y = tg x на відрізку [–2p; 2p] та вкажіть проміжки зна-
косталості функції на цьому відрізку.

4.	 Розташуйте числа в порядку спадання: 
1) sin( , )−0 2 , sin ,0 2 , sin ,1 5 , sin1 , sin ,0 9 ; 
2) cos ,0 1 , cos ,1 4 , cos ,2 4 , cos ,3 1 , cos ,1 8 .

5.	 Розташуйте числа в порядку зростання:
1) ctg ,3 2 , ctg ,4 6 , ctg6 , ctg ,5 3 ;	 2) tg ,0 5 , tg ,1 2 , tg( , )−0 4 , tg ,0 9 .

6.	 Чи можлива рівність:
1) cos sin� � �2 25 ;	 	 2) sin cos� � �2 35 ;

3) sin tg� � �
2
3

80 ;	 	 4) cos ctg�
�

�
18

?
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7.	 Дослідіть на парність функцію:
1) f x x( ) cos= ;	 	 2) f x x( ) sin= ;
3) f x x( ) sin( cos )= 2 ;		 4) f x x( ) cos(sin )= 5 .

8.	 Знайдіть множину значень функції: 

1) f x x( ) sin� �
1
3

1 ;	 	 2) f x x( ) cos� �
2
3

4
5
.

9.	 Побудуйте графік функції:

1) y x
x

=
cos
cos

;	 	 2) y x
x

=
sin
sin

 .

Укажіть проміжки, на яких функція додатна.
10.	 Побудуйте графік функції:

1) y x= sin ;	 	 2) y x� �cos � . 
Укажіть проміжки зростання функції.

11.	 Побудуйте графік рівняння:
1) sin� x y2 2 0�� � � ;	 	 2) cos� x y2 2 1�� � � .

Рівень C

1.	 Порівняйте:
1) sin58°  i cos58° ;	 	 2) cos85°  i sin65° ;
3) sin78°  і  tg78° ;	 	 4) sin40°  і  ctg20° .

2.	 Порівняйте:

1) tg110°  i tg632° ;	 	 2) tg 3
8
p  i tg 37

16
p .

3.	 Дослідіть на парність функцію:
1) y x x� �� �sin 3 3 ;	 	 2) y x= sin ;
3) y x x� �|sin | cos ;	 	 4) y x x x x x� � � � �sin sin( ) sin( ) .

4.	 При яких значеннях параметра a, є парною або непарною функція:
1) y a x x� �sin cos ;	 	 2) y a x x� � � �( sin ) ( sin )3 2 3 25 5 ?

5.	 Розв’яжіть рівняння 4
3

1 1cos | | | |�x x x� � � � .

6.	 Знайдіть множину значень функції: 

1) f x
x

( )
sin

=
1 ;	 	 2) f x

x
( )

cos
�

�
1

2 1
.

7.	 Творче завдання. Напишіть програму, яка визначає нулі та проміжки знакоста-
лості функції.

Рефлексія

1.	 Я вмію знаходити область визначення основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні
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2.	 Я вмію знаходити область (множину) значень основних тригонометричних функ-
цій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я розумію, як знаходити нулі тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я знаю найбільше і найменше значення функцій y = sinx та y = cosx і в яких точ-
ках ці значення досягаються.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я вмію досліджувати тригонометричні функції на парність та непарність.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я знаю проміжки знакосталості основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я знаю проміжки монотонності основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

8.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Застосування властивостей тригонометричних функцій у фізиці та в інженерії.
2.	 Вивчення симетрії графіків тригонометричних функцій.
3.	 Моделювання звуків за допомогою тригонометричних функцій. 
4.	 Використання властивостей тригонометричних функцій для розв’язування рів-

нянь та нерівностей. 
5.	 Тригонометричні функції в дослідженні коливальних процесів.
6.	 Створення тренажера для вивчення властивостей тригонометричних функцій.
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