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Тема 4.  
Тригонометричні функції

Урок 8. Властивості тригонометричних функцій

Тип уроку: урок формування умінь і навичок.

План уроку

1. Область визначення функцій.
2. Множина значень функцій.
3. Найбільше та найменше значення функцій синус та косинус.
4. Нулі функцій.
5. Парність та непарність функцій.
6. Монотонність функцій.
7. Проміжки знакосталості функцій.

Очікувані результати навчальних досягнень

Учень/учениця:

впорядковує та перетворює інформацію математичного змісту в специфічних проблемних ситуа-
ціях, зокрема із застосуванням інформаційних технологій [12 МАО 2.1.3–1 П];

аналізує спільні та відмінні риси різних моделей і шляхів розв’язання специфічної проблемної си-
туації [12 МАО 3.2.1–1 П];

добирає доцільні математичні поняття, факти і послідовність дій для розв’язання проблемних си-
туацій [12 МАО 4.2.1–1 П].

Дружні поради вчителю/вчительці до уроку
1) Запропонуйте учням/ученицям мотиваційні запитання щодо матеріалу уроку. 

2) Сформулюйте практичну задачу (без розв’язання). Розв’язання пропонуємо у  вигляді 
групової роботи наприкінці уроку. 

3) До теоретичних тверджень наведено ілюстративні приклади. Обирайте ілюстративні 
приклади на свій розсуд.

4) Властивості тригонометричних функцій ілюструйте на графіках відповідних функцій. 

5) Увесь запропонований матеріал неможливо подати в  часових вимірах одного уроку, 
тому обирайте кількість матеріалу на свій розсуд.
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6) Сплануйте проведення останніх блоків уроку, а саме: розв’язування практичної задачі, 
та тренувальні вправи як важливий компонент формування практичних навиків і навчання 
учнів/учениць самостійної роботи над завданнями.

7) Мотивуйте учнів/учениць до проєктної діяльності. Можливі теми для створення проєк-
тів запропоновані. 

8) Запропонуйте учням/ученицям заповнити лист рефлексії.

I. Організаційна частина (2–3 хв)

Мотиваційні запитання

1) Чи можна математично описати коливання струни гітари без тригонометричних функцій?

2) Чи можна за властивостями функції передбачити її поведінку без побудови графіка функції?

3) Чи корисно знати, що функція є парною або непарною при вивченні властивостей функцій?

4) Чому тангенсоїда і котангенсоїда мають асимптоти, а синусоїда і косинусоїда їх не мають?

5) Чи можна використовувати монотонність функцій для розв’язування нерівностей чи їхньо-
го доведення?

ІІ. Повторення (3–4 хв)

1.	 Порівняйте sin 2 і sin 4 .
Відповідь. sin 2 > sin 4.

2.	 Скільки коренів має рівняння cosx �
�
3

?

Відповідь. Жодного.
3.	 В якій координатній чверті знаходиться вершина параболи y = (x + 8)2 –16?

Відповідь. У третій. 

4.	 Обчисліть значення виразу sin arctg cos arctg2 21
2

1
2

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� . 

Відповідь.1. 
5.	 Повторіть основні властивості функцій: 

1) область визначення функції;
2) множина (область) значень функції;
3) нулі функції;
4) парність та непарність функції;
5) монотонність функції;
6) знакосталість функції.
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Як я вирішую певну проблему?

Задача 1. Металева кулька, підвішена на тонкій нитці, здійснює коливання, які опи-

суються рівнянням � �( ) sint t� 2
2

. Знайдіть:

1) положення кульки через 2 с та через 3 с від початку руху;
2) максимальне відхилення цієї кульки від положення рівноваги;
3) період коливання;
4) довжину нитки, на якій висить кулька.

Для розв’язання скористайтесь формулою T l
g

� 2� , де T — період коливання 

маятника (c) , l — довжина нитки (м), g = 9,8 м/с2 — прискорення вільного падін-
ня. Масою нитки можна знехтувати. 

Задача 2. Олімпіадна задача. Чи існує функція f(x), визначена на множині всіх 
дійсних чисел така, що f x f x xsin cos sin� � � � � � ?

ІІІ. Область визначення тригонометричних функцій

Функція y = sinx y = cosx
Область 
визначення

Множина усіх дійсних чисел, тоб-
то: D y( ) ;� �� � �� �

Множина усіх дійсних чисел, тоб-
то: D y( ) ;� �� � �� �

Пояснення Оскільки означення синуса було 
сформульоване для будь-якого 
кута, то областю визначення 
функції y x= sin  є  множина усіх 
дійсних чисел.

Оскільки означення косинуса 
було сформульоване для будь-яко-
го кута, то областю визначення 
функції y x= cos  є  множина усіх 
дійсних чисел.

Функція y = tgx y = ctgx
Область 
визначення

Множина усіх дійсних чисел, ок-

рім чисел виду x n� �
�

�
2

, n ∈ Z

Множина усіх дійсних чисел, ок-
рім чисел виду x = pn, n ∈ Z

Пояснення За означенням, тангенс це відно-
шення синуса кута до косинуса, 
тому тангенс не визначений тоді, 
коли косинус дорівнює нулю, тоб-

то в точках виду: x n� �
�

�
2

, n ∈ Z.

За означенням, котангенс це від-
ношення косинуса кута до сину-
са, тому котангенс не визначений 
тоді, коли синус дорівнює нулю, 
тобто в точках виду: x = pn, n ∈ Z.
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ІV. Область (множина) значень тригонометричних функцій

Функція y = sinx y = cosx
Область 
значень E(y) = [–1; 1] E(y) = [–1; 1]

Пояснення Для будь-якого кута x ордината 
точки, яка відповідає цьому куту, 
не може бути більшою за 1 чи 
меншою від –1, тому що ця точка 
завжди знаходиться на колі, рів-
няння якого х2 + у2 = 1. 

Для будь-якого кута x абсциса 
точки, яка відповідає цьому куту 
не може бути більшою за 1 чи 
менша від –1, тому що ця точка 
завжди знаходиться на колі, рів-
няння якого х2 + у2 = 1. 

Функція y = tgx y = ctgx
Область 
значень

E y( ) ;� �� � �� � E y( ) ;� �� � �� �

Пояснення Тангенс може бути будь-яким дій-
сним числом, тому що це ордина-
та точки перетину прямих y = kx 
та x = 1.

Котангенс може бути будь-яким 
дійсним числом, тому що це абс-
циса точки перетину прямих y = kx 
та y = 1.

xО

y

cos �

A

A
�sin �

ctg � tg �

в
іс

ь
т
а

н
г
е
н

с
ів

вісь котангенсів

�

V. Найбільше та найменше значення функцій синус і косинус

Найбільше значення функції y = sinx дорівнює 1 і досягаєть-

ся воно в точках, що відповідають кутам виду � �
2

2� n , n ∈ Z.

xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1
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Найменше значення функції y = sinx дорівнює –1 і досяга-

ється воно в точках, що відповідають кутам виду � �
�

�
2

2 n , 

n ∈ Z.

xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1

Найбільше значення функції y = cosx дорівнює 1 і досяга-
ється воно в точках, що відповідають кутам виду 2pn, n ∈ Z.

xО

y

A
0

1

1

–1

–1

Найменше значення функції y = cosx дорівнює –1 і досяга-
ється воно в точках, що відповідають кутам виду p + 2pn, 
n ∈ Z.

xО

y

A
�

�

1

1

–1

–1

VІ. Нулі тригонометричних функцій 

y = sinx x = pn, n ∈ Z
xО

y

A
0

1

1

–1

–1

A
�

�
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y = cosx x n� �
�

�
2

, n ∈ Z
xО

y

A �

2

�

1

1

–1

–1

A �

2

y = tgx x = pn, n ∈ Z tg sin
cos

x x
x

= , тому нулями функції y = tgx є  такі 

значення x, при яких sinx = 0, тобто x = pn, n ∈ Z.

y = ctgx x n� �
�

�
2

, n ∈ Z
ctg cos

sin
x x

x
= , тому нулями функції y = ctgx є такі зна-

чення x, при яких cosx = 0. Тобто, x n� �
�

�
2

, n ∈ Z.

Ілюстративні приклади (5–7 хв)

6.	 Знайдіть область визначення функції y x x� �tg ctg .
Розв’язання. Область визначення функції y = tg x — множина усіх дійсних чисел, 

окрім чисел виду x n� �
�

�
2

, n ∈ Z, а областю визначення функції y = ctg x є мно-

жина усіх дійсних чисел, окрім чисел виду x = pn, n ∈ Z.
Отже, областю визначення функції y x x� �tg ctg  є множина усіх дійсних чисел, 

окрім чисел виду x n
�
�
2
, n ∈ Z.

Відповідь. Множина усіх дійсних чисел, окрім чисел виду x n
�
�
2
, n ∈ Z.

7.	 Знайдіть область значень функції y x� �2 1sin .
Розв’язання. Оскільки � � �1 1sin x , то: � � �2 2 2sin x ,  � � � �3 2 1 1sin x . 
Отже, E(y) = [–3; 1].
Відповідь. E(y) = [–3; 1].

8.	 Серед чисел � 5
2
� , � 3

2
� ,�� , 0, p

2
, p , 3

2
p , 5

2
p , 7

2
p , 8p  укажіть значення аргументу, 

при яких функція y = sinx набуває найменшого значення.
Розв’язання. Найменше значення функції y = sinx дорівнює –1 і досягається воно 

в точках, що відповідають кутам виду � �
�

�
2

2 n , n∈ .

Числа � � � � � �
5
2 2

2 1� �
� ( ) , 3

2 2
2 1� �
�� � � � , 7

2 2
2 2� �
�� � � � задовольняють зазначе-

ну умову.

Відповідь. � 5
2
� , 3

2
p , 7

2
p .
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9.	 Які з чисел � 3
2
� , –p, � �

2
, 0, p

2
, 3p, 5

2
p , p

3
 є нулями функції y = tg x?

Розв’язання. Нулями функції y = tg x є числа виду x = πn, n∈ , тобто –p, 0 і 3p.
Відповідь. –p; 0; 3p.

VІI. Парність та непарність тригонометричних функцій

y = sinx Непарна
x

О

y

A
�

1

1–1

–1

�

–�

A
–�

Оскільки точки, що відповідають кутам α та –α симетричні від-
носно осі Ox, то синуси таких кутів протилежні. Отже, функція 
y = sinx — непарна.

sin( ) sin� � �x x .

y = cosx Парна
x

О

y

A
�

1

1–1

–1

�

–�

A
–�

Оскільки точки, що відповідають кутам α та  –α симетричні 
відносно осі Ox, то косинуси таких кутів рівні. Отже, функція 
y = cosx — парна.

cos( ) cos� �x x .

y = tgx Непарна tg
sin
cos

sin
cos

tg�� � �
�� �
�� �

�
�

� �x
x
x

x
x

x , тобто функція непарна.

y = ctgx Непарна ctg
cos
sin

cos
sin

ctg�� � �
�� �
�� �

�
�

� �x
x
x

x
x

x , тобто функція непарна.

Примітка. Вісь Oy є віссю симетрії графіків парних функцій. Початок коорди-
нат є центром симетрії графіків непарних функцій.
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Ілюстративні приклади

10.	 Дослідіть на парність функцію f x x x x( ) cos sin sin� � � �3 5 2 .
Розв’язання. f x x x x( ) cos sin sin� � �� � � �� �� � � �� �� � � �3 5 2

= cos sin sinx x x� � � �� � � � � �� � � �3 5 2  cos sin sin ( )x x x f x� � � �3 5 2 .
Отже, функція — парна.
Відповідь. Функція парна.

11.	 Дослідіть на парність функцію f x
x

( )
sin

�
�

1
2 1

.

Розв’язання. f x
x x

f x( )
sin sin

( )� �
�� � �

�
� �

�
1

2 1
1

2 1
.

f x
x x

f x( )
sin sin

( )� �
� �

� �
�

� �
1

2 1
1

2 1
.

Отже, функція ні парна, ні непарна.
Відповідь. Ні парна, ні непарна.

VIII. Монотонність тригонометричних функцій

y = sinx 
Зростає на кожному з проміжків виду � � ��

��
�

��
�

�
�

�
2

2
2

2n n; , n ∈ Z.

Спадає на кожному з проміжків виду �
�

�
�

2
2 3

2
2� ��

��
�

��
n n; , n ∈ Z.

y = cosx Зростає на кожному з проміжків виду [ ; ]� � � �� �2 2 2n n , n ∈ Z.
Спадає на кожному з проміжків виду [ ; ]2 2� � �n n� , n ∈ Z.

y = tgx Зростає на кожному з проміжків виду � � ��

�
�

�

�
�

�
�

�
�

2 2
n n; , n ∈ Z.

Зростає на всій області визначення. 

y = ctgx Спадає на кожному з проміжків виду ( ; )� � �n n� , n ∈ Z.
Спадає на всій області визначення. 

IX. Проміжки знакосталості функцій

y = sinx sin x > 0  на кожному з проміжків виду ( ; )2 2� � �n n� , n ∈ Z.
sin x < 0  на кожному з проміжків виду ( ; )� � � �� �2 2 2n n , n ∈ Z.

y = cosx
cosx > 0  на кожному з проміжків виду � � ��

�
�

�

�
�

�
�

�
�

2
2

2
2n n; , n ∈ Z. cosx < 0  

на кожному з проміжків виду �
�

�
�

2
2 3

2
2� ��

�
�

�

�
�n n; , n ∈ Z.
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y = tgx
tg x > 0  на кожному з проміжків виду �

�
�n n;

2
��

�
�

�

�
� , n ∈ Z. 

tg x < 0  на кожному з проміжків виду � ��

�
�

�

�
�

�
� �

2
n n; , n ∈ Z.

y = ctgx
ctg x > 0  на кожному з проміжків виду �

�
�n n;

2
��

�
�

�

�
� , n ∈ Z.

ctg x < 0  на кожному з проміжків виду � ��

�
�

�

�
�

�
� �

2
n n; , n ∈ Z.

Ілюстративні приклади (5 хв)

12.	 Порівняйте cos325° і cos350° .
Розв’язання. Оскільки 325° і 350° належать проміжку [180°; 360°], на якому функ-
ція y = cos x зростає, і 325° < 350°, то cos325º < cos350º.

13.	 Побудуйте графік функції y = cos x на відрізку [–2p; 2p] та укажіть проміжки зна-
косталості функції на цьому відрізку.
Розв’язання.

1

–1

2

� �

2

3� 2� x

y

O
2

�–�–2�

2

3�

y x=cos

Якщо x � � ��

��
�

�
� � ��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

��
2 3

2 2 2
3
2
2�

� � � �
�; ; ; , то cos х > 0.

Якщо x � � ��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

3
2 2 2

3
2

� � � �; ; , то cos х < 0. 

X. Розв’язування практичної задачі. Групова активність (6–7 хв)

Як я вирішую певну проблему?

Задача 1. Металева кулька, підвішена на тонкій нитці, здійснює коливання, які опи-

суються рівнянням � �( ) sint t� 2
2

. Знайдіть:

1) положення кульки через 2 с та через 3 с від початку руху;
2) максимальне відхилення цієї кульки від положення рівноваги;
3) період коливання;
4) довжину нитки, на якій висить кулька.

Для розв’язання скористайтесь формулою T l
g

� 2� , де T — період коливання 

маятника (c) , l — довжина нитки (м), g = 9,8 м/с2 — прискорення вільного падін-
ня. Масою нитки можна знехтувати. 
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Розв’язання. 1) Через дві секунди від початку руху: � �
�( ) sin sin2 2

2
2 2 0� � � � .

Через три секунди від початку руху: � � �( ) sin sin3 2
2
3 2 3

2
2� � � � � .

2) Максимальне відхилення кульки: � � �1
2

1sin � t , � � �2 2
2

2sin � t . 

Отже, максимальне відхилення цієї кульки від положення рівноваги становить 
2 м.

3) Період коливання кульки: T � �2
2

4�
�: (c).

4) T l
g

� 2� , T l
g

2 24� �� , l T g
� �

�
�

�
2

2 24
16 9 8
4 3 14

4
�

,
,

(м).

Відповідь. 1) 0; –2; 2) 2 м; 3) 4 с; 4) ≈ 4 м.

Задача 2. Олімпіадна задача. Чи існує функція f(x), визначена на множині всіх 
дійсних чисел така, що f x f x xsin cos sin� � � � � � ?

Розв’язання. Припустимо, що така функція існує. Тоді правильною буде рівність
f fsin cos sin0 0 0� � � � � � , тобто f(0) + f(1) = 0.

Також правильною буде рівність f fsin cos sin� � �
2 2 2

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � , тобто f(1) + f(0) = 1.

Рівності f(0) + f(1) = 0 та f(1) + f(0) = 1 не можуть виконуватися одночасно. Отрима-
ли протиріччя.
Відповідь. Не існує.

XI. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С (7–10 хв)

Рівень A

1.	 На яких із наведених проміжків функція y = sin x зростає:

1) ��

��
�

��
� �
2 2
; ;	 2) ��

��
�

��
� �
2
3
2

; ;	 3) � ��

��
�

��
3
2 2
� �; ;	 4) � ��

��
�

��
5
2

3
2

� �; ?

2.	 Побудуйте графік функції y = ctg x на відрізку [–2p; 2p] та вкажіть:
1) нулі функції на цьому відрізку;
2) значення, які не належать області визначення функції.

3.	 Порівняйте:
1) cos ,1 6p  і  cos ,1 68p ;	 2) sin20°  і sin21° ;

3) cos20°  i cos21° ;	 	 4) sin10
9
p  i sin 25

18
p .

4.	 Побудуйте графіки функцій y = cos x та y = sin x на відрізку [ ; ]�2 2� �  та укажіть 
проміжки, на яких функції одночасно додатні.

5.	 Дослідіть на парність функцію:

1) f x
x

( )
tg

�
�

1
2 1

;	 2) f x
x

( )
cos

�
�

1
2 1

;	 3) f x
x

( )
sin

=
1 ;	 4) f x

x
( )

cos
=

1 .
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6.	 Знайдіть область значень функції: 
1) f x x( ) sin= 3 ;	 	 2) f x x( ) cos� �3 2 .

Рівень B

1.	 Побудуйте графік функції y = sin x на відрізку [–2p; 2p] та  вкажіть проміжки 
зростання функції на цьому відрізку.

2.	 Побудуйте графік функції y = cos x на відрізку [–p; 3p] та вкажіть проміжки спа-
дання функції на цьому відрізку.

3.	 Побудуйте графік функції y = tg x на відрізку [–2p; 2p] та вкажіть проміжки зна-
косталості функції на цьому відрізку.

4.	 Розташуйте числа в порядку спадання: 
1) sin( , )−0 2 , sin ,0 2 , sin ,1 5 , sin1 , sin ,0 9 ; 
2) cos ,0 1 , cos ,1 4 , cos ,2 4 , cos ,3 1 , cos ,1 8 .

5.	 Розташуйте числа в порядку зростання:
1) ctg ,3 2 , ctg ,4 6 , ctg6 , ctg ,5 3 ;	 2) tg ,0 5 , tg ,1 2 , tg( , )−0 4 , tg ,0 9 .

6.	 Чи можлива рівність:
1) cos sin� � �2 25 ;	 	 2) sin cos� � �2 35 ;

3) sin tg� � �
2
3

80 ;	 	 4) cos ctg�
�

�
18

?

7.	 Дослідіть на парність функцію:
1) f x x( ) cos= ;	 	 2) f x x( ) sin= ;
3) f x x( ) sin( cos )= 2 ;		 4) f x x( ) cos(sin )= 5 .

8.	 Знайдіть множину значень функції: 

1) f x x( ) sin� �
1
3

1 ;	 	 2) f x x( ) cos� �
2
3

4
5
.

9.	 Побудуйте графік функції:

1) y x
x

=
cos
cos

;	 	 2) y x
x

=
sin
sin

 .

Укажіть проміжки, на яких функція додатна.
10.	 Побудуйте графік функції:

1) y x= sin ;	 	 2) y x� �cos � . 
Укажіть проміжки зростання функції.

11.	 Побудуйте графік рівняння:
1) sin� x y2 2 0�� � � ;	 	 2) cos� x y2 2 1�� � � .

Рівень C

1.	 Порівняйте:
1) sin58°  i cos58° ;	 	 2) cos85°  i sin65° ;
3) sin78°  і  tg78° ;	 	 4) sin40°  і  ctg20° .

2.	 Порівняйте:

1) tg110°  i tg632° ;	 	 2) tg 3
8
p  i tg 37

16
p .
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3.	 Дослідіть на парність функцію:
1) y x x� �� �sin 3 3 ;	 	 2) y x= sin ;
3) y x x� �|sin | cos ;	 	 4) y x x x x x� � � � �sin sin( ) sin( ) .

4.	 При яких значеннях параметра a, є парною або непарною функція:
1) y a x x� �sin cos ;	 	 2) y a x x� � � �( sin ) ( sin )3 2 3 25 5 ?

5.	 Розв’яжіть рівняння 4
3

1 1cos | | | |�x x x� � � � .

6.	 Знайдіть множину значень функції: 

1) f x
x

( )
sin

=
1 ;	 	 2) f x

x
( )

cos
�

�
1

2 1
.

7.	 Творче завдання. Напишіть програму, яка визначає нулі та проміжки знакоста-
лості функції.

XIІ. Рефлексія (2 хв)

1.	 Я вмію знаходити область визначення основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я вмію знаходити область (множину) значень основних тригонометричних функ-
цій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я розумію, як знаходити нулі тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я знаю найбільше і найменше значення функцій y = sinx та y = cosx і в яких точ-
ках ці значення досягаються.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я вмію досліджувати тригонометричні функції на парність та непарність.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я знаю проміжки знакосталості основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я знаю проміжки монотонності основних тригонометричних функцій.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

8.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні
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Можливі теми проєктів

1.	 Застосування властивостей тригонометричних функцій у фізиці та в інженерії.
2.	 Вивчення симетрії графіків тригонометричних функцій.
3.	 Моделювання звуків за допомогою тригонометричних функцій. 
4.	 Використання властивостей тригонометричних функцій для розв’язування рів-

нянь та нерівностей. 
5.	 Тригонометричні функції в дослідженні коливальних процесів.
6.	 Створення тренажера для вивчення властивостей тригонометричних функцій.
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