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Тема 10.  
Числові послідовності. 
Арифметична прогресія. 
Геометрична прогресія

Урок 1. Числові послідовності  
та їхні основні властивості

РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) повторите означення числових послідовностей;

2) навчитеся задавати числові послідовності різними способами;

3) дізнаєтесь, які бувають види числових послідовностей;

4) навчитеся досліджувати властивості числових послідовностей;

5) дізнаєтесь, де зустрічаються числові послідовності у природі, архітектурі, музиці, фінансах 
тощо;

6) навчитеся використовувати набуті знання для розв’язування практичних задач.

ІІ. Повторення

1.	 Яке число є зайвим у послідовності: 256; 49; 900; 169; 386; 529; 400?
2.	 На столі лежить розгорнута книга, сума номерів лівої і правої сторінок якої дорів-

нює 21. Обчисліть добуток цих номерів сторінок. 
3.	 Визначте закономірність та знайдіть невідомі числа:

56 38 1; 2
24 36 1; 2; 3; 4; 6; 12
35 42 ?

10
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4.	 Із послідовності чисел –9, –7, –6, 2, 3, 5 виберіть два числа та обчисліть їхній добу-
ток. Якого найбільшого значення може набувати цей добуток? 

ІІІ. �Числові послідовності. Способи задання числових 
послідовностей 

Розглянемо функцію f(x) = x2, областю визначення якої є множина 
натуральних чисел та побудуємо її графік (див. рисунок). Така функ-
ція незвична для нас, і можуть виникнути запитання, чи доцільно вза-
галі розглядати подібні функції.

У математиці такі функції натурального аргументу називають чис-
ловими послідовностями.

Означення. Функцію y = f(x), де x Î , називають функцією від 
натурального аргументу або числовою функцією.

Оскільки аргументи у таких функцій завжди можна пронумерува-
ти, то позначають числові послідовності з використанням індексів.

Наприклад, (yn) — це послідовність y1, y2, …, yn, …
Для позначення числових послідовностей можуть використовува-

тись й інші літери латинського алфавіту: (an), (xn) тощо.

Означення. Нескінченна числова послідовність — це функція, областю ви-
значення якої є множина натуральних чисел. 

Послідовність уважається заданою, якщо за будь-яким її номером можна знайти 
відповідний член цієї послідовності. Існують числові послідовності, які не можна зада-
ти формулою n-го члена чи рекурентно, тоді застосовують описовий спосіб.

Способи задання числових послідовностей
Спосіб Пояснення Приклади

Описовий Послідовність задається словесно, тоб-
то описом її характеристичної власти-
вості. 

1) Послідовність простих 
чисел.
2) Послідовність натураль-
них чисел, які при діленні 
на 5 дають в остачі 2.
3) Послідовність цифр десят-
кового запису числа p.

Аналітичний Послідовність задається формулою, за 
якою можна знайти будь-який її член, 
коли відомий номер члена послідовно-
сті.
Таку формулу називають формулою 
n-го члена послідовності.

1) an = 5n + 2.
2) bn = –n2 + 2n.

3) x
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Рекурентний Правило, найчастіше задане форму-
лою, яке дозволяє обчислити n-й член 
послідовності, якщо відомі її попе-
редні члени.
Формулу, яка виражає кожен член 
послідовності через один чи декілька 
попередніх членів, називають реку-
рентною формулою. Умови, які визна-
чають перший або кілька перших чле-
нів, називають початковими умовами. 
Термін рекурентний походить від ла-
тинського слова recurrens — той, що 
повертається.

1) an+1 = 5an — рекурентна 
формула, a1 = 2 — початкова 
умова.
2) bn+ 2 = 5bn – bn+1 — реку-
рентна формула,
b1 = 1, b2 = 1 — початкові 
умови.

Примітка. Послідовність уважається заданою, якщо кожен її член можна ви-
значити за його номером.

Способи задання послідовності

Описовий
Формулою

загального члена
Рекурентний

Початкові умови
Рекурентна

формула

Приклад 1. За формулою n-го члена, a
nn � �
3

2 4
, обчисліть п’ять перших членів цієї 

послідовності.

Приклад 2. Чи буде число 1,8 членом послідовності, заданою формулою n-го члена 

x n n
nn �
� �
�

2

2
4 45
25

? Якщо так, то вкажіть номер цього члена.

Історична довідка
Для послідовності простих чисел формули n-го члена не існує, однак ще в  ІІІ ст. 

до н. е. александрійський учений Ератосфен указав спосіб, за допомогою якого можна 
отримати n-ий член цієї послідовності. Цей спосіб був названий «решетом Ератосфена».
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ІV. Основні властивості числових послідовностей

Сформулюємо низку означень.

Означення 1. Числову послідовність (an) називають зростаючою (спадною), 
якщо для будь-якого натурального числа n виконується нерівність an < an+1 (an > an+1). 

Означення 2. Числову послідовність (an) називають неспадною (незростаю-
чою), якщо для будь-якого натурального числа n виконується нерівність an ≤ an+1 
(an ≥ an+1).

Означення 3. Зростаючі, спадні, незростаючі і  неспадні послідовності назива-
ються монотонними.

Означення 4. Числову послідовність (an) називають періодичною, якщо існує 
таке натуральте число T , що для будь-якого натурального числа n виконується 
рівність an+T = an.

Означення 5. Послідовність, усі члени якої рівні між собою, називається стаці-
онарною.

Означення 6. Числову послідовність (an) називають обмеженою зверху, якщо 
існує таке число C, що для будь-якого натурального числа n виконується нерів-
ність an ≤ С.

Означення 7. Числову послідовність (an) називають обмеженою знизу, якщо іс-
нує таке число c, що для будь-якого натурального числа n виконується нерівність 
an ≥ c.

Означення 8. Послідовність називають обмеженою, якщо вона обмежена і звер-
ху, і знизу.

*Деякі властивості обмежених послідовностей

1.	 Якщо послідовність обмежена, то будь-яка її підпослідовність обмежена.
2.	 Періодична послідовність — обмежена.
3.	 Якщо послідовність an обмежена, то послідовність |an| теж обмежена.
4.	 Якщо послідовність an обмежена, то послідовності an + p та an ∙ p, p Î  , також 

обмежені.
5.	 Якщо послідовності an та bn обмежені, то послідовності an + bn та an ⋅ bn також обме-

жені.
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Види послідовностей

Монотонні

Не зростаючі Зростаючі Спадні Не спадні

Обмежені

Періодичні

Стаціонарні

Приклад 3. Доведіть,, що послідовність an = 5n2 – 3 є зростаючою.
Доведення. Доведемо, що для будь-якого натурального числа n виконується нерів-
ність an < an + 1.
Знайдемо: an +1 = 5(n + 1)2 – 3 = 5n2

 + 10n + 2.
Розглянемо різницю: an – an + 1 = (5n2 – 3) – (5n2

 + 10n + 2) = –10n – 5 < 0, для 
будь-якого натурального числа n.
Отже, за означенням, дана послідовність є зростаючою.

Приклад 4. Укажіть номер члена послідовності, починаючи з якого усі члени послі-
довності xn = n2 – 27 будуть більші за –2.

V. �Приклади числових послідовностей, які застосовуються на 
практиці

Історична довідка
Піфагорійці (учні школи Піфагора) розглядали числові послідовності, пов’язані 

з геометричними фігурами. Вони складали з підручних матеріалів трикутники, чоти-
рикутники, п’ятикутники тощо. Так було отримано послідовності фігурних чисел (див. 
рисунки).

1, 3, 6, 10, 15, … — трикутні числа.
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1, 4, 9, 16, 25, … — чотирикутні (квадратні числа).

1, 5, 12, 22, 35, ... — п’ятикутні числа
Розглянемо числову послідовність, що задана рекурентно: 

a1 = 1, a2 = 1, an +2 = an +1 + an.
Ось декілька її перших членів 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; … .
Така послідовність має назву «послідовність Фібоначчі», на честь італійського мате-

матика Леонарда Пізанського або, по-іншому, — Фібоначчі.

Історична довідка
Леонардо Пізанський або Фібоначчі (близько 1170 р. – близько 1250 р.) зіграв важ-

ливу роль у розвитку математики. Він упроваджував арабсько-індійську математику 
та алгебру в Європі. Одним із найголовніших його досягнень стала книга «Liber Abaci», 
в якій він представив західному світу арабські числа та методи обчислень, а також по-
слідовність чисел, яка зараз носить його ім’я – «послідовність Фібоначчі». Ця послідов-
ність знайшла своє застосування в різних галузях науки та техніки, в архітектурі, по-
езії, музиці, фінансах, а також була помічена при вивченні законів природи.

Однією з  найбільш відомих властивостей чи-
сел Фібоначчі є їхній зв’язок із уже відомим нам 
відношенням золотого перерізу. Співвідношення 
a
a
n

n

+1  при нескінченному збільшенні числа n пря-

мує до числа � � �
�

1 5
2

1 618,  (константи Фібо-

наччі). 
Спіраль Фібоначчі, або «золота спіраль», утво-

рюється якщо проводити її через вершини квадратів, сторони яких є послідовними чис-
лами Фібоначчі так, як показано на рисунку. 
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Ви могли помітити золоті спіралі та послідовності чисел Фібоначчі в архітектурних 
спорудах, живописі та скульптурі, де вони використовуються для створення приємних 
людському оку пропорцій.

Зовнішні форми природних тіл — це те, що впадає нам у вічі при знайомстві з до-
вколишнім світом. Усі природні тіла, що нас оточують, знаходяться у полі земного тя-
жіння і, безперечно, відчувають його вплив. Рослини, тварини під впливом цієї сили 
набувають ззовні схожих рис. Ці риси характеризуються узагальненими законами си-
метрії, серед яких одне з центральних місць займає явище філотаксису. Суть цього 
явища полягає у спіральному розташуванні листків на стеблах рослин, гілок на дере-
вах, пелюсток у суцвіттях, генів у структурі молекули ДНК тощо (див. рисунок, який 
узято з Вікіпедії). 

Популяція бджіл збільшується за математичною моделлю, яка є послідовністю чи-
сел Фібоначчі. Хвости морських коників розташовані у вигляді спіралей, які описують-
ся послідовностями Фібоначчі. Також такий вигляд мають багато спіральних галактик.

У фінансовому трейдингу важливо вміти спрогнозувати, яке спрямування мати-
ме вартість криптовалюти після певного періоду зростання або падіння. І для цього 
можна використовувати послідовність чисел Фібоначчі. Наприклад, якщо ціна одного 
біткоїну виросла до 100, а  потім почала падати, трейдер припускає, що вона впаде 
саме на відсоток, що дорівнює числу із ряду Фібоначчі, а після цього знову підніметь-
ся. Числа Фібоначчі допомагають передбачити, наскільки далеко може «відкотитися» 
ціна після росту або падіння.

Послідовність чисел Фібоначчі є  доволі простою, проте, важливою для вивчення 
основ програмування, алгоритмів та рекурсії.

Якщо більшість класичних музичних творів (особливо Йоганна Себастіана Баха) 
розділити на частини за інтонаційною побудовою, то ці частини перебувають між со-
бою у відношенні золотого перерізу.

Для кращого розуміння

https://www.youtube.com/watch?v=kkGeOWYOFoA _______________________

Приклад 5. Замінимо в послідовності Фібоначчі початкові умови, а саме: a1 = 2, a2 = 1. 
Рекурентну формулу залишимо без змін: an +2 = an +1 + an. Тоді отримаємо іншу чис-
лову послідовність. Запишіть дванадцять її перших членів.

За посиланням https://oeis.org/?language=ukrainian ви потрапите до інте-
рактивної енциклопедії цілочисельних числових послідовностей, де може-
те вияснити, чи відома вже «відкрита вами» числова послідовність і в яких 
джерелах вона зустрічається.

https://www.youtube.com/watch?v=kkGeOWYOFoA
https://oeis.org/?language=ukrainian
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VI. Розв’язування практичних задач

Задача 1. Іменинник влаштував святкування дня свого народження і замовив для гостей 
велику піцу. На яку найбільшу кількість шматочків він зможе її розрізати, якщо 
зробить 12 прямолінійних розрізів. Яку кількість шматочків отримає іменинник?

Задача 2. Гості, які полюбляють математику, підіймаються сходами на другий поверх 
до іменинника й домовляються, що вони не будуть повторювати послідовність схо-
динок, якими підіймаються на другий поверх (сходинки пронумеровані натураль-
ними числами, нумерація починається з 1). За такого правила, яка найбільша 
кількість гостей може піднятися сходами, на яких 20 сходинок, на другий поверх? 

Задача 3. Олімпіадна задача. Знайдіть суму 1 101 10101 10101 01� � ��� �
n

� �� �� .

VІІ. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1.	 Послідовність задано формулою xn = (–1)n. Знайдіть: x1, x5, x100, xn +2.
2.	 Послідовність задано формулою: 1) an = 4n + 1; 2) an = –3n – 4. Знайдіть a3, a5, a10, 

an +1.
3.	 Запишіть одну з можливих формул n-го члена послідовності:

1) –2; –1; 0; 1; 2; 3; …;	 2) 3; 6; 9; 12; … .
4.	 Послідовність (bn) задана рекурентно: b1 = –3, b bn n� � �1 2 . Знайдіть суму перших 

чотирьох її членів.

5.	 Послідовність задано формулою: 1) an = −
−
2

3 4n
; 2) an = 3

2 4n +
. Знайдіть a3, a5, a10, 

an +1.
6.	 Запишіть перші шість членів послідовності:

1) парних натуральних чисел, які не діляться на 4;
2) непарних натуральних чисел, які діляться на 3.

7.	 Доведіть, що послідовність an = 910 – 25n є спадною.

Рівень B

1.	 Послідовність задано формулою cn = (n + 5)(n – 2). Знайдіть n, якщо:
1) cn = 260;	 	 2) cn = 638.

2.	 Запишіть одну з можливих формул n-го члена послідовності:
1) 1; 8; 27; 64; 125; …;	 2) 0; 3; 8; 15; 24; … .

3.	 Послідовність (bn) задана рекурентно: b1 = 1
2
, b

bn

n

n
� �

�
1

1( ) . Знайдіть суму перших 

чотирьох її членів.
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4.	 Запишіть перші шість членів послідовності:
1) натуральних чисел, які при діленні на 10 дають в остачі 9;
2) натуральних чисел, які кратні 3 і 4.

5.	 Доведіть, що послідовність an = –9n2 + 10n +25 є спадною.

6.	 Чи буде обмеженою послідовність an = 1
n
? Відповідь обґрунтуйте. 

7.	 Послідовність задана формулою an = 2n. Доведіть, що an + 1 + an + 2 = 6an.

8.	 Доведіть, що у послідовності (an), яка задана формулою a
n
nn �
�1 , не існує най-

меншого члена.
9.	 Послідовність задано формулою tn = –3n2 + 5. Запишіть (n + 1)-й, (n – 2)-й члени 

цієї послідовності.

10.	 Чи буде обмеженою послідовність an = ( )� �1 1n

n
? Відповідь обґрунтуйте. 

11.	 Послідовність задана формулою an = 2n + 3n. Доведіть, що a a an n
n

n� ��
� �1 2

6
3 .

12.	 Укажіть номера тих членів послідовності (xn), заданої формулою x
n
n nn �
�

� �
2 3

12 2 , 

які не перевищують –0,5.

Рівень C

1.	 Перевірте, чи є числа 1 і 6 членами послідовності y n
nn �
�
�

2 11
1

. Якщо це так, то 

вкажіть номер члена цієї послідовності.
2.	 Запишіть одну з можливих формул n-го члена послідовності:

1) − − −2
2
4
5

6
8

8
11

10
14

; ; ; ; …;	 2) �

� �

�

� �

�

�

1
1 2

4
2 3

9
3 4

16
4 5

25
5 6

; ; ; ; … .

3.	 Послідовність (bn) задана рекурентно: b1 = –10, b2 = 2 , b b bn n n� �� �2 16 . Знайдіть 
суму перших восьми її членів.

4.	 Запишіть перші шість членів послідовності:
1) квадратів простих чисел;

2) наближених значень числа 2 з точністю 1
10n (з недостачею).

5.	 Доведіть, що послідовність an = 9 1
32
n

n
+  є спадною.

6.	 Скільки членів послідовності (un), заданої формулою un = |16 – 3n|, належать мно-
жині значень функції y = –2x2 + 3x + 7?

7.	 Творче завдання. Складіть програму для обчислення n-го члена послідовності, 
заданої рекурентно.
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Рефлексія

1.	 Я знаю, що таке числові послідовності.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я умію задавати числові послідовності різними способами.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я можу розпізнавати монотонні послідовності.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я знаю, що таке періодичні послідовності. 
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я знаю, що таке обмежені послідовності.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я умію будувати послідовності фігурних чисел.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

7.	 Я знаю, що таке «послідовність Фібоначчі».
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

8.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Використання «золотої спіралі» для створення власного твору мистецтва.
2.	 Дослідження «фігурних послідовностей», заснованих на просторових фігурах.
3.	 Дослідження залежності між числами послідовності Фібоначчі та числами послі-

довності Люка.
4.	 Конструювання власних числових послідовностей, подібних до послідовності Фі-

боначчі. Перевірка створених послідовностей за допомогою інтерактивної енци-
клопедії цілочисельних послідовностей.

5.	 Пошук можливого застосування числових послідовностей у живій і неживій при-
роді.

6.	 Математичні методи моделювання явища філотаксису.
7.	 Числа Фібоначчі в поетичних творах.
8.	 Аналіз ефективності рекурсивних та ітеративних алгоритмів.
9.	 Рекурентні алгоритми в графах.
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