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Тема 2.  
Похідна функції

Урок 9. Правила обчислення похідних
РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) дізнаєтесь, що таке похідна суми, добутку, частки та тригонометричних функцій (тангенс, 
котангенс);

2) вивчите правила обчислення похідних різних функцій;

3) застосуєте набуті знання у письмових обчисленнях похідних;

4) застосуєте правила обчислення похідних у задачах з практичним змістом.

II. Повторення

1.	 Укажіть рівняння прямої, яка може бути дотичною до графіка функції y = f(x) 
у точці з абсцисою x0 = 2, якщо f ′(2) = –3. (ЗНО, 2015 р.).

А Б В Г Д
y = –1,5x + 1 y = 3x – 2 y = 2x + 3 y = 1,5x – 1 y = –3x + 2

2.	 На рисунку зображений графік функції 
y =  f(x) та дотичні до нього в точках x1 та x2. 
Користуючись геометричним змістом похід-
ної, знайдіть f′(x1) + f′(x2). (ЗНО, 2017 р.).

3.	 Матеріальна точка рухається прямолінійно за законом x(t) = 6t2, де x(t) — коорди-
ната точки, t — час руху. За якою формулою визначають швидкість v(t) цієї мате-
ріальної точки в будь-який момент часу t?
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III. Похідна суми функцій

Значення функцій f(x) та g(x) та їхні похідні у точці x0 позначимо так:

f(x0) = f, g(x0) = g, f ′(x0) = f ′, g′(x0) = g′.

Теорема. Якщо функції f і g диференційовні в точках x0, то їхня сума ди-
ференційовна в цій точці: (f + g)′ = f′ + g′. Тобто похідна суми дорівнює сумі 
похідних. 

Доведення. Обчислимо приріст суми функцій у точці x0: 
∆(f + g) = f(x0 + ∆x) + g(x0 + ∆x) – (f(x0) + g(x0)) = (f(x0 + ∆x) – f(x0)) + (g(x0 + ∆x) – g(x0) = 

= ∆f + ∆g.
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Оскільки функції f і g є диференційовними в точці x0, то існують границі lim
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Отже, функція y = f(x) + g(x) є диференційовною в точці x0, причому її похідна в цій 
точці дорівнює f′(x) + g′(x).
Приклад 1. Знайдіть похідну функції y = x10 – x5 + x – 10.

Приклад 2. Знайдіть похідну функції y x x� �75 3 .

IV. Похідна добутку функцій

Теорема. Якщо функції f і g диференційовні в точці x0, то їхній добуток ди-
ференційовний у цій точці й обчислюється за правилом: f g f g g f�� �� � � � � � � .

Доведення. Нехай x0 — довільна точка, у якій функції f і g є диференційовними. Знай-
демо приріст функції y = f(x) g(x) у точці x0. Ураховуючи рівності f(x0 + ∆x) = f(x0) + ∆f,  
g(x0 + ∆x) = g(x0) + ∆g, маємо:
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∆y = f(x0 + ∆x) g(x0 + ∆x) – f(x0) g(x0) = (f(x0) + ∆f) (g(x0) + ∆g) – f(x0) g(x0) = f(x0) g(x0) +  
+ ∆f ⋅ g(x0) + ∆g ⋅ f(x0) + ∆f ⋅ ∆g – f(x0) g(x0) = ∆f ⋅ g(x0) + ∆g ⋅ f(x0) + ∆f ⋅ ∆g.
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Оскільки функції f і g є диференційовними в точці x0, то існують границі lim
�
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. Тепер можна записати:
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Таким чином, функція y = f(x) g(x) є диференційовною в точці x0, причому її похідна 
в цій точці: � � � � � � �y f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( ) .

Наслідок з  теореми про добуток. Якщо функція f(x) диференційовна 
в  точці x0, а  C  — число (константа), то функція C⋅ f(x) диференційовна 
в цій точці: Cf x C f x( ) ( )� �� � � � .

Отже, число можна виносити за знак похідної. 
Доведення. Оскільки функція y = C диференційовна в будь-якій точці, то, застосо-

вуючи теорему про похідну добутку, можна записати: (С ⋅ f)′  = (С)′ ⋅ f + C ⋅ (f)′ = 0 ⋅ f + 
+ C ⋅ (f)′ = C ⋅ f ′.

Приклад 3. Розв’яжіть рівняння f ′(x) = 0, якщо f x x x x( ) ,� � �
3

2

3
1 5 4  .

Приклад 4. Знайдіть похідну функції f x x x( ) ( )� � 4 .
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V. Похідна частки функцій 

Теорема. Якщо функції f і g диференційовні в точці x0 і функція g не дорів-

нює нулю в цій точці, то їхня частка f
g  також диференційовна в цій точці: 

f
g

f g fg
g
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�
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�

�
�
�
�

� � �
2 .

Доведення. Нехай x0 — довільна точка, у якій функції f і g є диференційовними. 

Знайдемо приріст функції y f x
g x

=
( )
( )

 у точці x0. 

Ураховуючи рівності f(x0 + ∆x) = f(x0) + ∆f, g(x0+ ∆x) = g(x0) + ∆g, маємо:
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За умовою функція g(x) не дорівнює нулю в точці x0, то функція f(x) та g(x) мають 
похідні в цій точці. 
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Таким чином, функція y f x
g x

=
( )
( )

 є диференційовною в точці x0, причому її похідна 

в цій точці: f x
g x

f x g x f x g x
g x

( )
( )
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( )

�
� � �

2 .

Приклад 5. Знайдіть похідну функції y x
x

�
�
2

1 3
.

VI. Похідні тригонометричних функцій тангенс і котангенс

Теорема. Функція тангенс має похідну в кожній точці своєї області визна-

чення, яка дорівнює 1
2cos x

, тобто (tg )
cos

x
x

� �
1

2 .

Доведення. Використаємо формулу tg sin
cos

x x
x

=  і правило похідної частки:
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(tg ) sin
cos

sin cos sin cos
cos

x x
x

x x x x
x

� � �
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� �� � � � � ��

�2  cos sin
cos cos

2 2

2 2
1x x

x x
�
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Теорема. Функція котангенс має похідну в  кожній точці своєї області 

визначення, яка дорівнює −
1

2sin x
, тобто ctg

sin
x

x
� �� � � 1

2 .

Доведення теореми аналогічне попередній теоремі. 

VІI. Розв’язування практичної задачі

Як я вирішую певну проблему?

Задача. За допомогою фотосинтезу дерево перетворює вуглекислий газ на кисень, 
який виділяється в навколишнє середовище. Кількість виділеного кисню зале-
жить зокрема від часу доби. Функція V(t) = −1,1t3 + 20t2 + 10t, де V(t) — кількість 
виділеного кисню (в літрах), t — час (у годинах) моделює наближене значення 
об’єму кисню, який виділяється деревом до моменту часу t, впродовж дванадцяти 
годин денного періоду.
1.	Чому формулу функції V(t) доцільно використовувати лише в зазначеному ін-
тервалі часу 0 ≤ t ≤ 12?

2.	Скільки літрів кисню виділяє дерево в навколишнє середовище впродовж усьо-
го періоду спостереження?

3.	Обчисліть V ′(3) та V ′(10) та поясніть їхній зміст.

VІIІ. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень А

1.	 Знайдіть похідну f ′(x), якщо:
1) f(x) = x3 + x2;		  2) f(x) = x4 + x2;
3) f(x) = x5 + x4;		  4) f(x) = x4 + 1;
5) f(x) = x7 + x4 + x2;		  6) f(x) = x8 + x3 + 5.

2.	 Знайдіть f ′(x), якщо:
1) f(x) = 3x2; 		  2) f(x) = 5x3;
3) f(x) = 0,5x4;		  4) f(x) = –2x7;
5) f(x) = 0,5x– 2;		  6) f(x) = –5x– 3.

3.	 Знайдіть похідну функції f(x):
1) f(x) = 2x3 + 5x2;		  2) f(x) = 4x5 – 3x;
3) f(x) = 2x7 – 3x4;		  4) f(x) = 0,35x4 – x3;

5) f(x) = –5x4 – 4x3 + x;	 6) f x x x( ) � � � �
2
3

2 33 2 .
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4.	 Знайдіть та виправіть помилки, які були допущені при знаходженні похідної:

1) f x x
x

( ) � �
1 , f ′(x) = 1 – x–2;	 2) f(x) = 1,5x4 – 0,5x3, f ′(x) = 3x3 – 1,5x2;

3) f(x) = 4x3 + 5x2 – 3, f ′(x) = 12x2 + 10x –3;	 4) f x x
x

( ) � � � �3
22 1 , � � � �f x x

x
( ) 3 42 .

5.	 Знайдіть значення похідної функції f(x) у точці з абсцисою x0:
1) f(x) = x4, x0 = 0,5;	 	 2) f(x) = 2x– 2, x0 = 3;
3) f(x) = 2x3 – 3x– 2, x0 = 2;	 4) f(x) = 3x– 2 + 4, x0 = –2.

6.	 Знайдіть похідну функції: 
1) y = 2x5 – x;	 2) y x x� �7 4 ;	 3) y = sin x + 2 cos x;

4) y x
x

� �
5 ;	 5) y = 12 – ctg x;	 6) y x� ��0 4 35, .

7.	 Знайдіть похідну функції: 
1) y = (x + 2)(x2 – 4x + 5);	 2) y = (3x + 5)(2x2 – 1);	 3) y = x2 sin x;
4) y = x ctg x;	 5) y x x� �( )2 1 ;	 6) y x x= cos .

8.	 Знайдіть похідну функції:

1) y
x

�
�

5
3 2

;	 2) y x
x

=
3

cos
;	 3) y x

x
�

�
�

3
4 2

2

;	 4) y x x
x

�
�
�

2 5
7

 .

9.	 Матеріальна точка рухається за законом s(t) = 2t2 + 3t, де s — відстань (у метрах), 
t — час (у секундах). Знайдіть значення t, при якому миттєва швидкість матері-
альної точки становить 76 м/с.

10.	 Знайти похідну функції: 

1) y x x x� � � �
1
6

0 5 23 2, ;	 2) y = tg x – 9x;

3) y x x x
� � � �

4 3 2

4 3 8
2 ;	 4) y = 2x–2 + 3x – 3.

Рівень B

1.	 Знайдіть похідну функції: 
1) f(x) = (3x2 +7)(2x – 5);	 2) f(x) = (5x2 – 9)(3x + 4);
3) f x x x x( ) ( )� �3 42 ;	 4) f x x x x( ) ( )� �3 5 2 .

2.	 Знайдіть похідну функції: 

1) f x x x
x

( ) � �
�

2 3
2

;	 2) g x x x
x

( ) � �
�

8
1

2

;	 3) f x x
x

( ) � �2

8
7 ;	 4) g x x

x
( ) � �3 3

4 .

3.	 Знайдіть похідну функції: 

1) y x
x

�
�
�

1
1

;	 2) y x
x

�
�
�

2 3
4 5

;	 3) y
x

�
�

5
3 2

;	 4) y x
x

�
�2 1

.

4.	 Обчисліть значення похідної функції f(х) у точці x0:

1) f x x
x

( ) � �
�

2 3
2
, x0 = –3;	 2) f x x x( ) ( )� �1 3 , x0 = 9;

3) f x x x( ) � �3 103 5 , x0 = 1;	 4) f(x) = x sin x, x0 = 0.
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5.	 Розв’яжіть нерівність f ′(x) > 0, якщо:

1) f(x) = x4 – 2x2;		  2) f x x x x( ) � � � � �
1
3

3 5 73 2 ;

3) f x x x( ) cos� �
1
2

; 		  4) f(x) = x + tg x.

6.	 Розв’яжіть рівняння f ′(x) = 0, якщо:
1) f(x) = 3x2 + 2x3 + 7;		 2) f(x) = 9x2 – x3 + 8;

3) f x x x x( ) � � � �
1
3

1
2

6 83 2 ;	 4) f x x x x( ) � � � �
2
3

1
2

3 193 2 .

7.	 Знайдіть похідну функції t (x) у точці x0:

1) t x x
x
x( ) sin

cos
,�

�
�

2
3 30

� ;	 2) t x x
x
x( ) cos

sin
,�

�
�

2 60
� .

8.	 Функція f(x) у  точці x0 = 5 має похідну f ′(5) = –1. Обчисліть значення функції  
g(x) = f(x) ⋅ x у точці x0, якщо f(5) = 3. (ЗНО, 2012 р.).

9.	 Розв’яжіть нерівність f ′ (x) ≤ 0.

1) f x x
x

( ) � �
�

2 5
2

;		  2) f x x
x

( ) � �
�

2 8
1

;

3) f x x x( ) � �� � �� �2 3 ;	 4) f x x
x

( ) � �
1 .

Рівень С

1.	 Тіло масою 2 кг рухається по координатній прямій за законом s(t) = 3t2 – 4t + 2, де 
s(t) — переміщення (у метрах), t — час (у секундах). Знайдіть кінетичну енергію 

E t m t( ) ( )
�

�2

2
 тіла в момент часу t0 = 4 с.

2.	 Тіло рухається прямолінійно за законом s t t t t( ) � � �
2
3

2 43 2 , де s(t) — переміщення 

(у метрах), t — час (у секундах). Визначте прискорення руху тіла в момент t = 10 c. 
3.	 Розв’яжіть рівняння g′(x) = 0, якщо:

1) g x x
x

( ) � �
�

3
2

2

;	 2) g x x
x

( ) � �
�

5
2

2

;	 3) g x
x

x( ) � � �
1 4 7 ;	 4) g x x

x
( ) � � �9 1 3 .

4.	 Матеріальна точка з масою 4 кг рухається по координатній прямій за законом 
s(t) = t2 + 4 (переміщення вимірюється в метрах, час — у секундах). Знайдіть ім-
пульс p(t) = mv(t) матеріальної точки в момент часу t0 = 2 c. 

5.	 Тіло рухається по координатній прямій за законом s(t) = 2t2 – 8t + 15 (переміщен-
ня вимірюється в метрах, час — у секундах). Визначте координату тіла в момент 
часу, коли його кінетична енергія дорівнює нулю. 

6.	 Дано f x x
x

( ) � �

�

1
1
. Доведіть, що f ′(x) > 0 для всіх допустимих значень x. 

7.	 У точках x1 = –1 і x2 = 2 знайдіть похідні функції:
1) f(x) = x2 – 4|x| + 3; 		  2) f(x) = |x2 –4x + 3|.

8.	 При яких значеннях x правильна рівність (y′)2 + y2 = 1?
1) y = 1 – sin x; 		  2) y = sin x + cos x.

9.	 Розв’яжіть нерівність f ′(x) < 0, якщо:
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1) f(x) = 2x3 – 3x2 – 12x;	 2) f(x) = 12x – x3.
10.	 Розв’яжіть рівняння:

1) 
�� �
�� �

�
f x
g x

0 , якщо f x x x g x x� � � � �
2
3

18 23 , ( ) ;

2) f ′(x)g ′(x) =0, якщо f(x) = x3 – 6x2, g x x( ) =
3

.
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