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Тема 3.  
Застосування похідної

Урок 16. Урок–практикум. Застосування другої 
похідної функції

Тип уроку: урок формування вмінь та навичок. 

План уроку

1. Обчислення другої похідної функції.
2. Робота в парах. Знаходження прискорення руху тіла в певний момент часу.
3. Робота в малих групах. Обчислення точок перегину функції.

Очікувані результати навчальних досягнень

Учень/учениця:

висловлює власне ставлення до здобутої інформації та  нові ідеї, які виникли в  результаті 
аналізу інформаційних джерел, наводить контраргументи [12 МАО 1.2.1–2 П];

обирає математичну модель розв’язання специфічної проблемної ситуації з  урахуванням 
різних умов [12 МАО 3.2.2–1 П];

використовує приладдя та  інформаційно-комунікаційні технології для представлення ре-
зультату у специфічних проблемних ситуаціях [12 МАО 4.2.3–1 П].

досліджує специфічну проблемну ситуацію, використовуючи різноманітні інформаційні 
джерела [12 МАО 1.2.1–1 П];

Дружні поради вчителю/вчительці до уроку
1) Розв’яжіть з учнями/ученицями фронтально декілька завдань для формування стійких 
вмінь та навичок по знаходженню другої похідної. Це необхідно для створення передумов 
успішного використання другої похідної, її геометричного та механічного змісту. При необ-
хідності використайте опитування біля дошки або інші форми роботи.

2) Організуйте роботу в парах на знаходження прискорення руху тіла. 

3) Організуйте роботу в малих групах для обчислення точок перегину графіків функцій для 
цього об’єднуємо учнів/учениць у кілька груп (4 – 6 груп). 

4) Упродовж розв’язування задач групами важливо формувати комунікаційні навички, зна-
ходити математичного партнера, з яким під силу розв’язати задачу.
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5) Схвалюється самостійний поділ учасників групи на команди для роботи над проєктами 
на кшталт «задача №1», «задача №2» і т. ін.

6) Один або декілька учнів/учениць можуть допомагати вчителю виконувати роль порад-
ника та консультанта.

7) Запропонуйте учням/ученицям заповнити лист рефлексії.

I. Організаційна частина (2 хв)

ІІ. Обчислення другої похідної функції

Означення. Другою похідною (похідною другого порядку) функції y f x= ( ) , 

у точці x0 називають похідну від функції f ′(x0) у точці x0: �� � �� ��f x f x x( ) ( ) ( )0 0 .

Означення. Якщо функція y f x= ( )  має другу похідну у деякій точці (на деякій 
множині), то її називають двічі диференційованою в цій точці (на цій множині). 
На множині, де дана функція двічі диференційована, розглядають нову функцію 
y f x� ��( ) , яка ставить кожному аргументу x0 з даної множини у відповідність зна-
чення функції, що дорівнює ′′f x( )0 .

Завдання для фронтального розв’язання

1.	 Обчисліть другу похідну функції у даній точці: f x x x x( ) ,� � � �5 3
015 8 1 .

2.	 Дано функцію f x x
x

( ) � �

�� �
4
3 2 . Знайдіть ′′f ( )0 .

3.	 Знайдіть формулу для другої похідної функції f x x x( ) cos� �2 2 .

4.	 Знайдіть похідну другого порядку для функції f x x x
x

( )
sin

�
� �2 3 1
3

 та її область ви-

значення.
5.	 Знайдіть похідну та другу похідну функції f x x x( ) tg ctg� �3 3 . Для яких значень 

аргументу вони існують?

ІІ. �Робота в парах. Знаходження прискорення руху тіла в певний 
момент часу

Механічний зміст похідної функції
Якщо тіло рухається уздовж координатної прямої, і його положення визначається 

функцією S t( ) , то його миттєва швидкість (з урахуванням напрямку) в момент часу t0

визначається за формулою v t S t( ) ( )0 0� � . Таким чином, � �S t v t( ) ( ) .
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Механічний зміст другої похідної.
Якщо тіло рухається уздовж координатної прямої, і його положення визначається 

функцією S t( ) , то його миттєве прискорення (з урахуванням напрямку) в момент часу 
t0  визначається за формулою a t S t( ) ( )0 0� �� . Таким чином, �� �S t a t( ) ( ) .

Завдання для роботи в парах.

1.	 Тіло рухається прямолінійно за законом S t t t( ) � � �2 2 3 , де S — відстань (у ме-
трах), t — час (в секундах). Знайдіть швидкість і прискорення тіла через 3 секун-
ди після початку руху.

2.	 Тіло рухається прямолінійно за законом S t t t( ) � �4 23 , де S — відстань (у метрах), 
t — час (в секундах). Знайдіть швидкість і прискорення тіла через 2 секунди після 
початку руху.

3.	 Тіло рухається прямолінійно за законом S t t t( ) � �36 32 3 , де S — відстань (у ме-
трах), t — час (в секундах). Знайдіть прискорення тіла через 2 секунди після до-
сягнення ним найбільшої швидкості.

4.	 Тіло рухається уздовж числової прямої, і його координата змінюється за законом 

x t t t t( ) � � � �
3 4

3 12
2 1 , де S — відстань (у метрах), t — час (в секундах). Знайдіть мо-

мент часу, коли прискорення тіла є найбільшим.
5.	 Матеріальна точка рухається уздовж числової прямої і його координата змінюєть-

ся за законом x t t t t( ) � � �5 6 2 3 , де S — відстань (у метрах), t — час (в секундах). 
Знайдіть швидкість у момент часу, коли прискорення дорівнює нулю.

ІІ. Робота в малих групах. Обчислення точок перегину функції

Повторіть теоретичні відомості за таблицею. 

Вид опуклості 
функції, 

диференційованої 
на проміжку І

Означення Графічна 
ілюстрація

Опукла вниз Графік функції на проміжку І  розта-
шований не нижче дотичної до нього 
у будь-якій точці цього проміжку. y x= f( )

y

xO a b
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Вид опуклості 
функції, 

диференційованої 
на проміжку І

Означення Графічна 
ілюстрація

Строго опукла вниз Графік функції на проміжку І  розта-
шований не нижче дотичної до нього 
у будь-якій точці цього проміжку, при-
чому має з  кожною такою дотичною 
лише одну спільну точку – точку до-
тику.

y x= f( )

y

xO a b

Опукла вгору Графік функції на проміжку І  розта-
шований не вище дотичної до нього 
у будь-якій точці цього проміжку. y x= f( )

y

xO a b

Строго опукла вгору Графік функції на проміжку І  розта-
шований не вище дотичної до нього 
у будь-якій точці цього проміжку, при-
чому має з  кожною такою дотичною 
лише одну спільну точку – точку до-
тику.

y x= f( )

y

xO a b

Геометричний зміст похідної функції.
Нехай функція y f x= ( )  є диференційованою в точці x0 . Тоді ′f x( )  дорівнює танген-

су кута нахилу дотичної до графіка f x( )в цій точці до додатного напрямку осі абсцис. 

Геометричний зміст другої похідної

1.	 Нехай функція y f x= ( )  є двічі диференційованою на проміжку І, причому �� �f x( ) 0
для будь-якої точки х на цьому проміжку. Тоді функція y f x= ( ) є опуклою вниз на 
проміжку І.

2.	 Нехай функція y f x= ( )  є двічі диференційованою на проміжку І, причому �� �f x( ) 0
для будь-якої точки х на цьому проміжку. Тоді функція y f x= ( ) є опуклою вгору 
на проміжку І.

Означення. Точка х0 називається точкою перегину функ-
ції y f x= ( ) , якщо дотична до графіка у точці x f x0 0; ( )� �пере-
ходить з одного боку дотичної на інший. 

Це означає, що у точці перегину напрямок опуклості функції 
змінюється. Так, на рисунку при x x≤ 0 функція опукла вгору, 
а при x x≥ 0  функція опукла вниз.

y x= f( )y

xO x0

l



5

Теорема (необхідна умова точки перегину). Якщо функція y f x= ( )  є двічі 
диференційованою в точці перегину х0 і при цьому ′′f x( )  є неперервною 
в точціх0, то �� �f x( )0 0 .

Теорема (достатня умова точки перегину). Нехай функція y f x= ( )  є ди-
ференційованою в точці х0 і має другу похідну у проколотому околі цієї 
точки. Якщо при переході через х0 друга похідна ′′f x( ) змінює знак на про-
тилежний, то х0 — точка перегину функції y f x= ( ) .

Завдання для роботи в малих групах
Заповніть схему дослідження функції на опуклість та  точки перегину, обґрунто-

вуючи кожний етап для даних двох прикладів. Обговоріть труднощі, які можуть ви-
никнути при реалізації всіх етапів. Підтвердить проведені дослідження за допомогою 
побудови відповідних графіків, наприклад, у програмі GeoGebra.

Схема дослідження функції на опуклість та точки перегину

Етапи дослідження
Приклад 1. 
f x x( ) � �� �2 4

49
Приклад 2. 

f x x x
x

( ) � �
�

2 2
3

1. Знайдіть область визначен-
ня функції D f� � .

2. Знайдіть другу похідну 
даної функції та формальну 
область її визначення D f ��� � .
3. Знайдіть корені рівняння 
�� �f x( ) 0 .

4. Нанесіть знайдені корені на 
спільну частину D f� �  та 
D f ��� �  і визначте знаки другої 
похідної на кожному з утворе-
них інтервалів.
5. Користуючись ознаками 
опуклості функції вниз 
�� �� �f x( ) 0 і вгору �� �� �f x( ) 0 , 

визначте проміжки опуклості 
даної функції. Користуючись 
достатньою умовою, визначте 
точки перегину.
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Схема дослідження функції на опуклість та точки перегину

Етапи дослідження
Приклад 1. 
f x x( ) � �� �2 4

49
Приклад 2. 

f x x x
x

( ) � �
�

2 2
3

6. Запишіть у відповідь: 
— проміжки опуклості вниз 
даної функції, розділяючи їх 
крапкою з комою;
— проміжки опуклості вниз 
даної функції, розділяючи їх 
крапкою з комою;
— точки перегину.

Висновок. За допомогою другої похідної можна розв’язувати як завдання, пов’я-
зані із рухом тіла (знаходити прискорення), так і завдання, пов’язані із формою 
графіка функції (знаходити напрямок опуклості та точки перегину). 

ІV. Завдання для самостійного розв’язання

1.	 Знайдіть другу похідну функції f x x x x( ) � � �2 6 33 2 .

2.	 Знайдіть другу похідну функції f x
x x x

( ) � � �
1 2 4

2 3 та точки, у  яких вона є  непе-

рервною.
3.	 Тіло рухається прямолінійно зі швидкістю v t t( ) � �13 (v – в метрах за секунду, t — 

в секундах). Знайдіть швидкість і прискорення тіла через 7 секунд після початку 
руху.

4.	 Одне тіло рухається уздовж координатної прямої за законом x t t( ) � �4 22 , а друге 
за законом x t t t( ) � � �3 4 12  (х – у  метрах, t – у  секундах). Визначте швидкість 
та прискорення кожного тіла в момент часу, коли їхні координати рівні.

5.	 Одне тіло рухається уздовж координатної прямої за законом x t t t t( ) � � �2 5 33 2 , 
а друге за законом x t t t t( ) � � � �2 3 11 73 2  (х – у метрах, t – у секундах). Визначте 
прискорення кожного тіла в момент часу, коли їхні швидкості рівні.

6.	 Тіло з масою m0  рухається прямолінійно за законом x t
t

t( ) ,�
�

�
2

2 1
1 , де х — пере-

міщення (у метрах), t — час (у секундах). Доведіть, що сила, яка діє на дане тіло, 
пропорційна кубу його координати.

7.	 Матеріальна точка рухається прямолінійно за законом x t at bt c a( ) ,� � � �2 0 , де 
х — переміщення (у метрах), t — час (у секундах). Доведіть, що сила, яка діє на 
дану матеріальну точку, є постійною. 

8.	 Знайдіть точки перегину функції f x x x x x( ) � � � � �3 10 10 11 75 4 3 .
9.	 Знайдіть проміжки та  напрямок опуклості, а  також точки перегину функції 

f x x
x

( ) � �

�� �
2
1 2
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10.	 Дослідіть функцію f x
x
x

( ) �
�� �
�

2
4

2

2 на опуклість та точки перегину.

V. Рефлексія (1–2 хв)

1.	 Я вмію знаходити другу похідну функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я вмію застосовувати механічний зміст другої похідної.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я вмію знаходити напрямок опуклості функції за допомогою другої похідної.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я вмію знаходити точки перегину за допомогою другої похідної.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я знаю геометричний зміст точок перегину.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я знаю схему застосування другої похідної для дослідження функції на опуклість 
та точки перегину.

 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні


	U1-1: Off


