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Тема 3.  
Застосування похідної

Урок 20. Приріст аргументу та приріст функції
РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) повторите елементарні властивості функції;

2) пригадаєте ідеї щодо застосування границь при дослідженні властивостей функції;

3) пригадаєте схему знаходження асимптот графіка функції;

4) повторите застосування похідної для дослідження монотонності та точок екстремума 
функції;

5) повторите застосування другої похідної для дослідження проміжків опуклості та точок 
перегину;

6) познайомитеся із схемою дослідження властивостей функції та побудовою її графіка.

ІІ. Узагальнення властивостей функції

Упродовж вивчення курсу алгебри і початків аналізу, ви знайомилися із різними 
властивостями, притаманними тим чи іншим функціям. Зрозуміло, що ці властивості 
можна вивчати як з аналітичної, так і з графічної точок зору. Згадаємо найголовніші 
з цих властивостей.

Властивості функцій

1.	 Область визначення. Якщо f x x( ) � �1 , то D f� � � ���� �0; .
2.	 Множина значень. Для функції f x x( ) sin= , E f� � � ��� ��1 1; .
3.	 Парність/непарність. 

Нехай f x x x( ) � �2 , тоді f x x x x x f x( ) ( ) ( )� � � � � � � �2 2 .
Отже, функція f x( )є парною, її графік симетричний відносно осі ординат.
Нехай f x x x( ) � �3 , тоді f x x x f x( ) ( )� � � � � �3 .
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Отже, функція f x( )  є непарною, її графік симетричний відносно початку координат.

4.	 Періодичність. Якщо f x x( ) sin� ��

�
�

�

�
�2

4
� , то функція є періодичною з періодом Т = p.

5.	 Нулі функції. Для функції f x x x( ) � �2 2 , f x( ) = 0 , звідси x �� �0 2; .
6.	 Проміжки знакосталості. Якщо f x x x( ) � � �2 5 6 , f x x x( ) ( )( )� � �2 3 , то

f x x( ) ; ;� � � ��� �� ��� �0 2 3 , f x x( ) ;� � �� �0 2 3 .
7.	 Неперервність та точки розриву.

Якщо f x x
x

( ) �
� 2

, то функція f x( )  є неперервною на множині x � �� �� �� � ��� �; ;2 2 , 

x � �2  — точка розриву.
8.	 Асимптоти (горизонтальні, вертикальні, похилі). 

1) Для функції f x x
x

( ) �
� 2

, lim ( ) lim
x x

f x x
x�� ��

�
�

� �
2 2 2

, пряма x � �2  є вертикальною 

асимптотою.

Оскільки lim ( ) lim lim
x x x

f x x
x

x
�� �� ��

�
�

�
�

�
2

1

1 2 1 , то пряма y =1  є горизонтальною асимп-

тотою.

2) Для функції f x x
x

( ) � �2 1 , lim ( ) lim
x x

f x x
x� �

� ��

�
�

�

�
� � �0 0

2 1 , тому пряма x = 0  є верти-

кальною асимптотою.

Оскільки lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

f x
x x

k f x kx
x�� �� �� ��

� ��

�
�

�

�
� � � �� � �2 1 2 1

2 �� �0 b , то 

пряма y kx b� � , тобто y x= 2  є похилою асимптотою. 
9.	 Монотонність та точки екстремуму.

Якщо f x x x( ) � �3 3 , то � � � � � �f x x x x( ) ( )( )3 3 3 1 12 .
Оскільки � � � � �f x x x( ) ( )( )3 1 1 0 , то функція f x( )зростає при x � �� �� �� ���� �; ; ;1 1 .
Оскільки � � � � �f x x x( ) ( )( )3 1 1 0 , то функція f x( )спадає при x � ��� ��1 1; .
Тоді точки екстремуму: x xmax min,� � �1 1 .

10.	 Проміжки опуклості та точки перегину.

Для функції f x x x
x

( ) � � �3 4 1  знайдемо похідну і другу похідну: 

� � �f x x
x

( ) 2 1
2 ; �� �

�� �
f x

x
x

( )
2 13

3 .

Оскільки �� � � � ��� �� ���� �f x x( ) ; ;0 0 1 , то функція f x( )є опуклою вниз на про-
міжках ��� � � ��� �; ; ;0 1 .
Оскільки �� � � �� ��f x x( ) ;0 0 1 , то функція f x( )є опуклою вгору на проміжку (0; 1].
Тоді х = 1 — точка перегину графіка функції. 
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ІІІ. Схема дослідження властивостей функції

При комплексному дослідженні властивостей функції та побудові її графіка варто 
притримуватися наведеної нижче схеми. При цьому на практиці можуть трапитися 
випадки, коли деякі пункти неможливо виконати, використовуючи лише шкільний 
курс математики. Тоді доцільно такі пункти пропустити, а для дослідження функції 
й побудови її графіка використати всі інші.

Зауважимо, що наведений план дослідження має рекомендаційний характер і не 
є незмінним та вичерпним. Для побудови графіка функції упродовж дослідження важ-
ливо виявити такі властивості, що допоможуть коректно здійснити побудову.

Схема дослідження властивостей функції.  
Ілюстративний приклад 

1.	 Проведіть дослідження та побудуйте графік функції f x x
x

( ) �
�

3

2 4
.

Розв’язання. Пункти дослідження проведена в таблиці. 

Схема дослідження властивостей функції

Етап дослідження Приклад, f x x
x

( ) �
�

3

2 4
.

Без похідної
1. Область визначення 
функції.

D f� � � �� �� �� �� �� ��� �; ; ;2 2 2 2 .

2. Парність/непарність, 
періодичність та інші 
особливості.

Область визначення симетрична відносно 0.

Оскільки f x x
x

x
x

f x( ) ( )
( )

( )� �
�

� �
� �

�
� �

3

2

3

24 4
, то 

функція f x( )є непарною, її графік симетричний від-
носно початку координат.

x2

+

– –2 –0

+

3. Нулі функції, точки 
перетину графіка 
з осями координат.

Оскільки f x x
x

x( ) �
�

� � �
3

2 4
0 0 , то точка перетину 

з осями координат: (0; 0). 
4. Проміжки 
знакосталості. Для f x x

x
( ) �

�

3

2 4
 крива знаків:

Тоді f x x( ) ; ;� � � �� �� � �� �0 2 0 2 , 
f x x( ) ; ;� � � �� �� �� � �0 2 0 2 .

5. Неперервність, точки 
розриву.

Функція неперервна на �� �� �� �� �� ��� �; ; ;2 2 2 2 . 
Точки розриву: –2 і 2.
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Схема дослідження властивостей функції

Етап дослідження Приклад, f x x
x

( ) �
�

3

2 4
.

6. Поведінка функції 
поблизу точок розриву 
та на нескінченності. 
Асимптоти: 
вертикальні, 
горизонтальні, похилі.

Оскільки lim ( ) lim
x x

f x x
x�� � �� �

�
�

� ��
2 0 2 0

3

2 4
,

lim ( ) lim
x x

f x x
x�� � �� �

�
�

� ��
2 0 2 0

3

2 4
, то 

пряма x � �2  є вертикальною асимптотою графіка. 

Оскільки lim ( ) lim
x x

f x x
x��� ���

�
�

� ��
3

2 4
,

lim ( ) lim
x x

f x x
x��� ���

�
�

� ��
3

2 4
, то графік функції не має го-

ризонтальних асимптот. 

Оскільки lim ( ) lim lim
x x x

f x
x

x
x

x
�� �� ��

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��
� �

2

2

2
4

1

1 4 1 kk  

і lim ( ) lim lim
x x x

f x kx x
x

x x
x�� �� ��

�� � �
�

�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

3

2 24
4
4

0 bb , то 

пряма y kx b� � , тобто y x=  є похилою асимптотою 
З використанням похідної

7. Проміжки 
монотонності. 
Точки екстремуму 
та екстремуми.

Для функції f x x
x

( ) �
�

3

2 4
 похідна: 

� �
� �� � � �

�� �
�

�

�� �
f x

x x x x

x
x x
x

( )
3 4 2

4
12
4

2 2 3

2 2

4 2

2 2 ,

� �
�� �
�� �

�
�� � �� �

�� �
f x

x x

x

x x x

x
( )

2 2

2 2

2

2 2

12

4

2 3 2 3

4
.

Крива знаків для похідної:

x
2–2

–

0 ++

–– – 2 3–2 3

Отже, x xmax min,� � �2 3 2 3 . 
Тоді f fmax min,� � �3 3 3 3 .
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Схема дослідження властивостей функції

Етап дослідження Приклад, f x x
x

( ) �
�

3

2 4
.

З використанням другої похідної
8. Проміжки опуклості 
та точки перегину.

Знайдемо другу похідну:

�� �
�� � � �� � � � �� �

�� �
�

� �� �
�� �

f x
x x x x x

x

x x

x
( )

4 24 4 4 4

4

8 12

4

3 2 2 2

2 4

2

2 33 .

Крива знаків для другої похідної:

x2

+

– –2 –0

+

Отже, x = 0 — точка перегину графіка функції.
9. Таблиця властивостей 
функції та її похідних.

10. Графік функції.

x

y

–2 2O

y x= f( )
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Схема дослідження властивостей функції

Етап дослідження Приклад, f x x
x

( ) �
�

3

2 4
.

11. Множина значень 
функції.

E f� � � �� ��� �; .

IV. Побудова графіків функцій із застосуванням похідної функції

При побудові графіків функцій інколи (для наочності) доцільним буває провести 
дотичні у точках локального екстремума та/або у точках перегину. Натомість у деяких 
ситуаціях певні пункти дослідження варто пропустити через складність відповідного 
дослідження, ураховуючи обмеженість шкільних математичних методів.

V. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1.	 Дослідіть многочлени та побудуйте їхні графіки: 
а) y x x� �3 3 ; 	 б) y x x� � �3 24 3 ; 	  в) f x x x( ) � �4 2 4 .

2.	 Дослідіть дробово-раціональні функції та  побудуйте їхні графіки, врахувавши 
вертикальні та горизонтальні асимптоти:

а) y x
x

�
�
�

2 1
1

; 	 б) y x
x

�
�
�

2 3
1

; 	 в) y x
x

�
�
�

3 2
1

.

3.	 Дослідіть дробово-раціональні функції та побудуйте їхні графіки, врахувавши по-
ведінку в околі точок розриву:

а) y
x x

�
�
1
32 ; 	  б) y x

x
�

�
�
3
92 ; 	 в) y x

x
�

�
�

2 25
5

.

4.	 Дослідіть функції та побудуйте їхні графіки:

а) y x� �� �2 4 ; 	 б) y
x

�
�
1
12 ; 	 в) y

x
�

�
1

4 2 .

5.	 Дослідіть дробово-раціональні функції та  побудуйте їхні графіки, врахувавши 
вертикальні та похилі асимптоти:

а) y x
x

� �
1 ; 	 б) y x

x
� �

4 ; 	 в) y x
x

� �
1
4

.

6.	 Знайдіть множину значень функції, використовуючи графічний метод:
а) y x x� � � �4 26 5 ; 	 б) y x x� �3 2 3 ; 	 в) y x x� � �3 23 .

Рівень B

1.	 Дослідіть багаточлен та побудуйте його графік: 
а) y x x� �0 5 0 22 5, , ; 	 б) y x x� �� �1 2 ; 	 в) f x x( ) � �� �2 3

1 .
2.	 Дослідіть дробово-раціональну функцію та побудуйте її графік, врахувавши вер-

тикальні та горизонтальні асимптоти:

а) y x
x

�
�
�

2

2
9
4

; 	 б) y x
x

�
�� �1 2 ; 	 в) y

x x
�

� �
1
2 82 .
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3.	 Дослідіть дробово-раціональну функцію та побудуйте її графік, врахувавши пове-
дінку в околі точок розриву:

а) y x
x x

�
�

� �
2

5 62 ; 	 б) y x
x

�
�
�
2
92 ; 	 в) y x

x
�

�4 2 .

4.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік:

а) y x x� � � �� �2 24 ; 	 б) y x
x

�
�
2
12 ; 	 в) y x x� � �3 4 24 3 .

5.	 Дослідіть дробово-раціональну функцію та побудуйте її графік, врахувавши вер-
тикальні та похилі асимптоти:

а) y x
x

�
�3
2
1 ; 	 б) y x x

x
�

�
�

2 3
1

; 	 в) y x
x

�
�

2

2
.

6.	 Знайдіть множину значень функції, використовуючи графічний метод:

а) y x
x

� �2 2 ; 	 б) y
x x

�
�
16
43 ; 	 в) f x x

x
( ) � �

�� �
1
2 3 .

7.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік, враховуючи специфіку області визна-
чення:
а) y x x� �2 ; 	 б) y x x� �� �1 ; 	  в) y x x� �2 1 .

8.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік, враховуючи періодичність функції та/
або її похідні:

а) y x x� �2 2sin cos ; 	 б) y x x x� � �sin cos ; 	 в) y x
x

�
�
�

1
3
cos
sin

.

9.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік на основі проведеного дослідження: 

а) y x x� � �� �2 22 ; 	 б) y x
x x

�
� �
7

2 3 22 ; 	 в) y x
x

�
�

�

2 1
1

.

Побудуйте графіки даних функцій, використовуючи програму GeoGebra або іншу. 
Порівняйте отримані результати. Зробіть висновки.

10.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік:

а) y x x
x

�
� �3 2 ; 	 б) y x

x
�

�

3

1
; 	  в) y x x� � � �2 1 1 .

11.	 Побудуйте графік деякої функції, що має всі властивості одночасно:
•	D f� � � �� �� �� �� �� ��� �; ; ;2 2 2 2 ;
•	 lim ( )

x
f x

�� �
� ��

2 0
, lim ( )
x

f x
�� �

� ��
2 0

, lim ( )
x

f x
� �

� ��
2 0

, lim ( )
x

f x
� �

� ��
2 0

;

•	пряма y x� � �2 1 є похилою асимптотою;
•	функція спадає на проміжках �� �� �� � ��� �; ; ;3 3 ;
•	функція зростає на проміжках � ��� � �� � � ��3 2 2 2 2 3; ; ; ; ; .
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12.	 Підберіть функцію, яка має основні властивості 
аналогічні властивостям функції, графік якої 
наведено на рисунку. Підтвердить правиль-
ність наведеного прикладу дослідженням.

Рівень C

1.	 Дослідіть функцію та побудуйте її графік:

а) f x x( ) � �1 23 ; 	  	 б) f x x( ) � �� �1 2
1
3  .

Побудуйте графіки даних функцій, використовуючи програму GeoGebra або іншу. 
Порівняйте отримані результати. Зробіть висновки.

2.	 Дослідіть функцію f x x
x

( ) � �1 2

2
3  та побудуйте її графік. При побудові врахуйте 

точки вертикального перегину та властивості графіка в їхньому околі.

3.	 Дослідіть функцію f x x x( ) ( )� �3 23 та побудуйте її графік, ураховуючи поведінку 
в околі точок екстремуму, точки вертикального перегину, похилу асимптоту.

4.	 Дослідіть функцію f x x x( ) � � �4 25 4 . Ураховуючи проведене дослідження та вла-
стивості елементарних перетворень графіків, побудуйте графік функції 
f x x x( ) � � �4 25 4 .

5.	 Дослідіть функцію f x
x x

( ) �
�
1
42

 і побудуйте графік функції.

6.	 Дослідіть функцію f x
x

x( ) � �
1 4 2 . Ураховуючи проведене дослідження, побудуйте 

графік рівняння y
x

x� �
1 4 2 .

Рефлексія

1.	 Я розумію, що таке область визначення та множина значень функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я розумію зміст понять парна/непарна функція та їхній геометричний зміст.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я розумію схему застосування границь для дослідження вертикальних, горизон-
тальних, похилих асимптот графіка функції.

 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

xO

y

1

2–2

y x= f( )

1
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4.	 Я знаю достатні умови зростання/спадання) функції та точки локального макси-
муму/ мінімуму.

 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я знаю алгоритм застосування другої похідної для дослідження проміжків опукло-
сті та точок перегину графіків функції. 

 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

6.	 Я знаю схему дослідження функції.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні
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