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Тема 2.  
Співвідношення 
між тригонометричними 
функціями

Урок 3. Урок–практикум. Спрощення виразів 
та доведення тотожностей із використанням формул 

залежностей між тригонометричними функціями 
одного кута

РОБОЧИЙ АРКУШ

(моє ім’я)

І. Очікувані результати навчальних досягнень

На уроці ви:

1) удосконалите навички спрощувати та перетворювати тригонометричні вирази з викорис-
танням основної тригонометричної тотожності;

2) вивчите основні способи доведення тотожностей;

3) навчитеся доводити тотожності, використовуючи основні співвідношення між тригономе-
тричними функціями;

4) навчитеся використовувати набуті знання для розв’язування практичних задач.

IІ. Повторення

1.	 Обчисліть: 8 8 82 2� �sin cos� � .

2.	 Спростіть вираз tg
cos

2
29 1
9

�
�

� .

3.	 Відомо, що sin ,� � �0 6 , � �
�

� �
3
2
. Обчисліть: cosα .

4.	 Чому дорівнює cosα , якщо tg� � 3 , � �
�

� �
3
2

?

5.	 Спростіть вираз cos cos sin2 2 2� � �� � .

11
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ІІІ. Спрощення та перетворення тригонометричних виразів 

Нагадаємо поради учню/учениці при перетворенні найпростіших тригонометрич-
них виразів.
1.	 При виконанні вправ замість α можуть бути інші вирази, але це не означає, що не 

можна використовувати вивчені формули. 
Правильними будуть також рівності: 

cos sin2 25 2 5 2 1� ��� � � �� � � або tg
sin

cos

�
�

�2
2

2

�  тощо. 

2.	 Пам’ятайте, що 1 2 2� �sin cos� � , 1 2 2� �cos sin� � , sin cos2 21� �� � � , 
cos sin2 21� �� � � .

3.	 Іноді замість 1 записують sin cos2 2� �� . Цей вираз називається тригонометрич-
ною одиницею. 

4.	 Якщо вираз містить тангенси або котангенси, то спробуйте подати їх, за означен-

ням, у вигляді дробових виразів: tg sin
cos

�
�
�

� , Atg cos
sin

�
�
�

� .

5.	 Не забувайте про формули скороченого множення.

Приклад 1. Обчисліть sin
sin cos

�
� �3 3�

, якщо tg� � 2 .

Розв’язання. sin
sin cos

sin
cos
sin
cos

tg
cos

tg
�

� �

�
�

�
�

�
�

�3 3

3

3

3

2

3

1

1

1�
�

�
�

�

�
�

= 
tg tg

tg
� �

�

� �� �
�

�
� �� �

�
�

2

3

2

3

1
1

2 2 1
2 1

10
9

.

Відповідь. 10
9

.

Приклад 2. Знайдіть sin cos3 3� ��  і sin cos4 4� �� , якщо sin cos� �� � �
1
2

.

Приклад 3. Спростіть вираз 
tg cos (cos ctg )
(cos ctg ) tg cos

� � � �

� � � �

�� � �

� �� �
�

�

1

1
.
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IV. Доведення тотожностей

Що потрібно виконувати, щоб довести тотожність?

1.	 Перетворити праву частину рівності так, щоб показати що вона дорівнює лівій.
2.	 Перетворити ліву частину рівності так, щоб показати що вона дорівнює правій.
3.	 Перетворювати праву і ліву частини рівності й показати, що вони зводяться до 

рівних виразів.
4.	 Знайти різницю лівої і правої частин і показати, що вона дорівнює 0.
5.	 Розглянути частку лівої і правої частин і показати, що вона дорівнює 1, але по-

трібно перевіряти ОДЗ змінних виразу, на який ми ділимо.

Приклад 4. Доведіть тотожність 3 2
2 1

1 2
2 3

�
�

�
�

�

sin
cos

cos
sin

�
�

�

�
.

Доведення. Розглянемо різницю лівої та правої частин даної рівності: 
3 2
2 1

1 2
2 3

�
�

�
�

�
�

sin
cos

cos
sin

�
�

�

�
 ( sin )( sin ) ( cos )( cos )

( cos )( sin )
3 2 2 3 2 1 1 2

2 1 2 3
� � � � �

� �
�

� � � �

� �

�
� � �� �

� �
�

� � �3 4 4 1
2 1 2 3

3 4 4 1
2

2 2 2 2sin cos
( cos )( sin )

sin cos
(

� �

� �

� �

ccos )( sin )� �� �
�

1 2 3
 
4 4
2 1 2 3

0
2 2� �� �

� �
�

sin cos
( cos )( sin )

� �

� �
.

Отже, дана рівність є тотожністю.

Приклад 5. Доведіть тотожність 1
1

2

2
4 4�

�
� �

tg
tg

cos sin�
�

� � .

Приклад 6. Доведіть тотожність tg ctg
ctg tg

tg
tg

2 3
2 3

2
3

� �
� �

�
�

�
�

� .

V. Розв’язування практичної задачі

Як я вирішую певну проблему?

Задача 1. У лабораторії досліджують потужність сигналу від датчика, який вимірює 
коливання вібраційної платформи. Через конструктивні особливості датчика він 
передає оброблене значення інтенсивності сигналу, яку можна обчислити за фор-
мулою I t t t( ) cos sin� �2 , де t – час (у секундах), який минув після початку дослі-
дження, I(t) – потужність сигналу (у ватах). Якого максимального значення може 
набувати потужність сигналу отриманого від датчика?
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Задача 2. Олімпіадна задача. Нехай α, β, γ — такі гострі кути, що cos tg� �� , 

cos tg ,cos tg� � � �� � . Доведіть, що sin sin sin� � �� � �
�5 1
2

. 

VI. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С

Рівень A

1.	 Спростіть вираз: 
1) (sin cos ) (sin cos )x x x x� � �2 2 ;	 2) sin sin cos cos4 2 2 43 2 3 3 3� � � �� � .

2.	 Спростіть вираз:
1) sin cos sin cos4 2 2 4� � � �� ;	 2) (tg ctg ) (tg ctg )� � � �� � �2 2 ;
3) ( tg ) ( tg )1 12 2� � �� � ;	 4) ( ctg ) ( ctg )1 12 2� � �� � .

3.	 Спростіть вираз:
1) cos cos sin4 2 2� � �� � ;	 2) sin sin cos cos4 2 2 2� � � �� � ;
3) sin sin cos cos2 2 2 4� � � �� � ;	 4) sin cos cos4 4 2� � �� � .

4.	 Доведіть тотожність:
1) ( cos1−  � � �)( cos ) sin1 2� � ;	 2) ( sin )( sin ) cos1 1 2� � �� � � ; 

3) cos
cos

ctg
2

2
2

1
�
�

�
�

� ;		 4) 1
1

12
2

�
� �

tg
sin

�
� .

5.	 Доведіть тотожність:
1) (tg ctg )cos ctg� � � �� �2 ;	 2) 1 12 2 2�� � �� � �cos tg tg� � � .

6.	 Доведіть тотожність:

1) sin
tg

cos
ctg

sin cos�
�

�
�

� �
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� ��

2 2
2 2 ;	 2) 1 12 2 2�� � �� � �ctg sin ctg� � � .

Рівень B

1.	 Спростіть вираз:

1) sin
cos

ctg tg ctg ,y
y

y y y
1 2

0 5
�

� � ;

2) sin cos sin cos cos cos sin sin2 2 2 2 2 2 2 2x y y x x y x y+ + + ;

3) ctg cos
tg sin

2 2

2 2
x x
x x
−
−

;

4) 
tg sin cos ctg
ctg cos tg sin

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
1 1

� � � �

� � � �

� �� � � �� �
� �� � � �� �

.

2.	 Спростіть вираз:

1) ctg cos ctg
sin tg

6
2 2

2 2�
� �
� �

�
�
�

;	 2) 1
2

2

(sin tg cos )
sin

� � �
�

�
� ;

3) tg ctg tg
sin

ctg
cos

2 2
2

2

2

2� �
�
�

�
�

� � � ;	 4) sin
sin cos

sin cos
tg

2

21
�

� �
� �

��
�

�
�

.
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3.	 Спростіть вираз:

1) 1
2

1
2

2 2� � �sin cos� � , якщо 3 4� � �� � ;

2) cos ( tg ) sin ( ctg )2 21 1� � � �� � � , якщо � �
�

� �
3
2

.

4.	 Доведіть тотожність:

1) (sin cos )
ctg sin cos

tg� �
� � �

�
� �
� �

�
2

21 2 ;

2) sin
sin cos

sin cos
tg

sin cos
2

2 1
�

� �
� �
�

� �
�

�
�
�

� � ;

3) 1
1

2

2
2� �

� �
�

tg tg
ctg ctg

tg� �
� �

� ;

4) sin cos cos
ctg sin sin

tg
2 2 4

2 4
4� � �

� � �
�

� �
� �

� .

5.	 Доведіть тотожність:

1) tg
tg

ctg
ctg

tg
2

2

2

2
2

1
1�

�
�

�
�

�
�
�

� ;	 2) 1
1
�
�

� �
ctg
tg

ctg�
�

� ;

3) ctg
tg ctg

cos�
� �

�
�

� 2 ;	 4) 1 4

2 2
2�

�
�

tg
tg ctg

tg�
� �

� .

6.	 Доведіть тотожність:

1) cos sin
sin cos

cos sin ;
3 3

1
� �
� �

� �
�

�
� �  	 2) cos sin sin tg

cos
2 2 2 2

22 1
� � � �

�
� � � .

7.	 Доведіть тотожність:

1) sin tg
cos

tg� �
�

�
�

�
�

1
;		 2) 1

1
12

�
�

�
�

cos tg
cos cos

� �
� �

;

3) 1 2 2 2 2� �� � �ctg tg cos ctg� � � � ;	 4) (sin cos )
tg sin cos

ctg� �
� � �

�
� �
�

�
2

21 2 .

9.	 Доведіть тотожність:

1) 1
1

2

2
2� �

� �
�

tg tg
ctg ctg

tg� �
� �

� ; 	 2) 
1 1 1

1 1 1
2

2

2
� �

� �
�tg tg

ctg ctg

ctg� �

� �

� .

10.	 Спростіть вираз:
1) sin sin ctg sin ctg2 1 11 1� � � � �� � �� � � � �� �� � ;

2) 2 84 2 2 4 8sin sin cos cos sin cos� � � � � �� �� � � �� � .
11.	 Доведіть тотожність: 

1) 1 2
2 1

1
2

2
�

�
�

sin
cos

�
�

;	 	 2) 1 1
12 2

2

2sin cos
tg
tg� �

�
��

�
�
�

;

3) sin
cos

cos
sin

�
�

�
�1

1
�

�
� ;	 4) cos cos ctg ctg2 2 2 2� � � �� � .
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12.	 Доведіть тотожність:
1) sin ( ctg ) cos ( tg ) sin cos3 31 1� � � � � �� � � � � � � ;

2) 2 1 1
1

2 1 1
12

( tg ) sin cos
( tg )

( ctg ) sin cos
( ctg )

� � � �
�

�
� � � �

�
� � �

�
� � �

� 22
2 2� �cos sin� � .

Рівень C

1.	 Спростіть вираз:

1) 2 2 2 2 2 12 2� � � �cos sin sin� � � , якщо 3
4
�

� �� � ;

2) 1
2 2 2� �sin cos cos
tg ctg
� � �
� �

, якщо � �
� �

� �� � � �
3
2 2
, .

2.	 Доведіть тотожність:

1) 
tg cos (ctg cos )
(ctg cos ) tg cos

tg
tg

x x x x
x x x x

x
x

�� � �

� �� �
�

�

�

�

1

1 2
2
2 1

��
�ctg

ctg

2 2 1
2
x
x

;

2) sin tg ctg
sin cos

sec ;�
� �
� �

��
�
�

�

�
��

�

�
�� �
2

3) 2 3 3 1
2 3 1

3 3
3 32

sin cos
cos

cos sin
cos sin

� �
�

� �
� �

�
�

�
�
�

;

4) sin ctg sin sin ctg cosx x x x x x1 1 21 1� �� � � �� � �� � .
3.	 Доведіть тотожність:

1) sin sin cos cos2 2 2 2� � � �� � � ;	 2) sin cos
sin cos

sin cos
sin cos

� �
� �

� �
� �

�
�

�
�
�

;

3) sin
cos

cos
sin

�
�

�
�1

1
�

�
� ;	 4) ctg cos

ctg cos
ctg cos
ctg cos

� �
� �

� �
� ��

�
� .

4.	 Доведіть тотожність:

1) 1 2
4 4

2
4� �

�
cos sin
tg

cos� �
�

� ;	 2) 2 1 12 2 2 8 8�� � � �� � �sin cos sin cos� � � � .

5.	 Спростіть вираз:

1) ctg cos
cos

�
�
�

�
�
�
1
1

, якщо � � �� � 2 ;

2) 4 4 1 4 42 2cos cos sin� � �� � � � , якщо 2
3
�

� �  .

6.	 Спростіть вираз:

1) cos sin sin sin cos sin cos
sin sin sin

4 2 2 2 2 2 2

2 2 2
� � � � � � �
� � �
� � � � � �
� � �� � � �cos cos cos sin2 4 2 2� � � �

;

2) (tg ctg ) (tg ctg )

sin cos
tg ctg

� � � �

� �
� �

� � �

� �

2 2

2 2
2 21 .

7.	 Творче завдання. Порівняйте способи спрощення складних тригонометричних 
виразів засобами популярних сервісів, які використовують штучний інтелект. 
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Рефлексія

1.	 Я знаю основні тригонометричні тотожності.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

2.	 Я вмію спрощувати та перетворювати тригонометричні вирази, використовуючи 
основні тригонометричні тотожності.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

3.	 Я знаю основні способи доведення тотожностей.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

4.	 Я вмію доводити тотожності, використовуючи основні співвідношення між триго-
нометричними функціями.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

5.	 Я розумію, як використовувати вивчену тему для розв’язування задач практично-
го змісту.
 Так	  Ще треба потренуватися	  Ні

Можливі теми проєктів

1.	 Використання тригонометричних перетворень при обробці цифрових сигналів.
2.	 Спрощення тригонометричних виразів у задачах астрономії. 
3.	 Основні тригонометричні тотожності в задачах ЗНО/НМТ. 
4.	 Перетворення тригонометричних виразів в задачах електроніки.
5.	 Тригонометричні перетворення в аналізі біологічних ритмів.
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