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Тема 4.  
Числові послідовності. 
Границі числових 
послідовностей

Урок 15. Властивості збіжних послідовностей

План уроку

1. Повторення. 
2. Властивості збіжних послідовностей.
3. Доведення збіжності послідовностей. 

Очікувані результати навчальних досягнень

Учень/учениця:

досліджує специфічну проблемну ситуацію, використовуючи різноманітні інформаційні 
джерела [12 МАО 1.2.1–1 П];

визначає межі даних, формулює припущення щодо даних у специфічних проблемних ситуа-
ціях [12 МАО 1.2.3–1 П];

визначає, яких даних недостатньо чи є  надлишкові дані, під час розв’язання специфічної 
проблемної ситуації [12 МАО 3.1.2–1 П];

добирає доцільні математичні поняття, факти і послідовність дій для розв’язання проблем-
них ситуацій [12 МАО 4.2.1–1 П].

Дружні поради вчителю/вчительці до уроку
1) Сформулюйте учням/ученицям мотиваційні запитання щодо матеріалу уроку. 

2) Запропонуйте учням/ученицям, на ваш вибір, завдання на повторення вивченого.

3) Сформулюйте практичну задачу (без розв’язання). Розв’язання пропонуємо у  вигляді 
групової роботи наприкінці уроку.

4) Теорію подавайте стисло, акцентуйте увагу (коли можливо) на її практичному застосуванні.

5) До теоретичних тверджень наведено ілюстративні задачі. Обирайте ілюстративні задачі 
на власний розсуд.
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6) Увесь запропонований матеріал неможливо подати в  часових вимірах одного уроку, 
тому обирайте кількість матеріалу на власний розсуд.

7) Обов’язково пропонуйте розв’язання практичної задачі. Об’єднайте учнів/учениць 
у кілька груп. Під час розв’язання задачі групами важливо формувати комунікаційні на-
вички, знаходити математичного партнера, з яким під силу розв’язати задачу, інтегрувати 
здобуті знання у розв’язання практичних задач.

8) Обов’язково пропонуйте учням/ученицям самотужки або в групах розв’язувати тренуваль-
ні завдання за трьома рівнями складності, на вибір учня/учениці. Формуйте навички розв’я-
зання прикладів та задач та навчайте учнів/учениць самостійної роботи над завданнями.

9) Мотивуйте учнів/учениць до проєктної діяльності. Запропонуйте учням/ученицям об-
рати теми для індивідуальних (групових) проєктів. Робота над обраним проєктом може 
тривати упродовж вивчення (повторення) усієї змістової теми. Створення проєктів та їхній 
захист можуть бути альтернативою контрольної роботи з теми.

10) Темами проєктів можуть бути практичні завдання за рівнями складності В або С. Якщо 
учень/учениця розв’язали завдання рівня А, то для проєкту вони можуть обрати рівні В або 
С. Можливі теми для створення проєктів запропоновані.

11) Запропонуйте учням/ученицям дати відповіді на запитання для рефлексії.

I. Організаційна частина (2 хв)

Мотиваційні запитання

1) Якщо послідовність наближається до числа 5, чи можна сказати, до якого числа наближа-
ється послідовність, елементами якої є подвоєні елементи першої послідовності?

2) Чи може збіжна послідовність бути необмеженою?

3) Якщо всі члени послідовності додатні, чи обов’язково її границя додатна?

ІІ. Повторення (5–7 хв)

1.	 Знайдіть границю lim
n

n
n��

�
�

3 2
1

.

Відповідь. 3.

2.	 Знайдіть границю lim
n

n
n n��

�
�

4 5
2 3

2

2 .

Відповідь. 2.

3.	 Знайдіть границю lim
n n��

��

�
�

�

�
�5 2 .

Відповідь. 5.

4.	 Якщо an → 4 , знайдіть lim an
2� � .

Відповідь. 16.
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5.	 Розв’яжіть нерівність 1 0 05
n

< , . Знайдіть найменше натуральне n, починаючи 

з якого нерівність виконується.
Відповідь. 21.

Як я вирішую певну проблему?

Задача. Під час вимірювання температури в кімнаті термометром отримують послідов-
ність показів Tn. Відомо, що правильна температура дорівнює T, а похибка вимі-
рювання після n-го вимірювання не перевищує εn , де �n � 0 , lim

n n��
�� 0 . При цьому 

для всіх n виконується нерівність: T T Tn n n� � � �� � .  Доведіть, що: lim
n nT T
��

� .

ІІІ. Властивості збіжних послідовностей

Розглянемо деякі властивості збіжних послідовностей.

Теорема. Збіжна послідовність є обмеженою.

Теорема. Якщо lim
n na a
��

�  і a > b (a < b), то, починаючи з деякого номера n0, 

виконується нерівність an > b (an < b).

Наслідок. Якщо lim
n na a
��

� , a ≠ 0 , то, починаючи з деякого номера n0, вико-

нується нерівність |an| > r, де r — деяке додатне число.

Теорема. Якщо для всіх n ∈  виконується нерівність an ≥ bn, причому іс-
нують границі lim

n na a
��

�  i lim
n nb b
��

� , тo a ≥ b.

Теорема 4 (про двох конвоїрів). Якщо для всіх n ∈  виконується подвійна 
нерівність a c bn n n≤ ≤ , причому послідовності an� �  і  bn� �  збігаються до 
спільної границі, тобто lim lim

n n n na b a
�� ��

� � , то послідовність cn� �  також є 

збіжною і  lim
n nc a
��

� .

Теорема. Якщо lim
n na a
��

� , де an ≥ 0 , то lim
n na a
��

� .

Теорема (границя кореня). Якщо lim
n na a
��

� , де an(0 , то lim
n n

k ka a
��

� , де k ∈ , 

k > 1 .
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Ілюстративні приклади

6.	 Доведіть, що послідовність (an), яку задано формулою a
n
n nn �
�
�

3

2
6

3
, є розбіжною.

Розв’язання. Доведемо, що послідовність (an) є необмеженою, а отже, не може бути 

збіжною. Справді, для всіх n ∈ , n ≥ 3, має місце нерівність: n n3
3

6
2

� � .

Крім того, для всіх n ∈  має місце нерівність: 3 42 2n n n� � .

Таким чином, для всіх n ∈ , n ≥ 3, маємо: a n
n n

n

n
n

n �
�
�

� �
3

2 2
6

3
2
4 8

.

Оскільки значення виразу n
8
, де n ∈ , можуть бути як завгодно великими, то по-

слідовність (an) не є обмеженою зверху, що доводить розбіжність послідовності (an). 
Доведено.

7.	 Доведіть, що lim
n

n
n n��

�

� �
�

3
5 2

0
73

.

Розв’язання. Оскільки для всіх натуральних n має місце нерівність 5n – 2 > 0, то:

0 ≤ n
n n

�

� �

3
5 273

 < n
n

n n
n

+ +3 3
73 73
  = 47

3

n

n
 = 44

3n
.

Маємо: lim
n

n
��

�
4 04
3

. Тоді за теоремою про двох конвоїрів: lim
n

n
n n��

�

� �
�

3
5 2

0
73

, що 

і треба було довести.

8.	 Доведіть, що послідовність (xn), яку задано формулою x
n

n n=
1 21,

, є нескінченно 

малою.
Розв’язання. Скористаємося нерівністю Бернуллі ( )1 1+ +x nxn , яка має місце 

для всіх x � �1  і n ∈ . Маємо: 1,21n = (1,1)2n = ( , )1 0 1
2

�� �n  ≥ 1 0 1 2
� �� �n ,  > n2

100
.

Звідси для всіх n ∈.  виконується подвійна нерівність: 0
1 21

100
< <

n
nn,

.

Оскільки lim
n n��

�
100 0 , то за теоремою про двох конвоїрів lim

,n n
n

��
�

1 21
0 , тобто послі-

довність (xn) є нескінченно малою, що і треба було довести.

9.	 Доведіть, що lim
n

n n
��

�1  (при n = 1 під записом ann  будемо розуміти a1).

Розв’язання. Доведемо, що для довільного � � 0  знайдеться номер n0  такий, що 
для всіх n n≥ 0  виконується подвійна нерівність 1 1� � � �� �nn .
Зазначимо, що 1� �� nn  для всіх n ∈ .

Розглянемо нерівність nn � �1 � . Маємо: n n� �( )1 � , n
n( )1
1

�
�

�
.
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Оскільки lim
n n

n
a��

� 0  для всіх a > 1 , то lim
( )n n

n
�� �

�
1

0
�

. Отже, існує такий номер n0 , 

що для всіх n n≥ 0  має місце нерівність 
n

n( )1
1

�
�

�
.

Таким чином, для довільного � � 0  доведено існування такого n0 , що для всіх n n≥ 0  
виконується подвійна нерівність 1 1� � � �� �nn . Це означає, що lim

n
n n

��
�1 , що 

і треба було довести.

10.	 Знайдіть границю lim
n

nn

��
�3 1 .

Розв’язання. Використаємо теорему про двох конвоїрів. Маємо: 3 1 3 3nn nn� � � .
Водночас для всіх n ∈ , n ≥ 2  виконуються нерівності

3 1nn +  ≤ 3 3n nn +  = 2 3⋅ nn  = 3 2⋅ n  ≤ 3 ⋅ nn

Оскільки lim
n

n n
��

�1 , то lim
n

n n
��

� �3 3 .

Тоді за теоремою про двох конвоїрів lim
n

nn

��
� �3 1 3 .

11.	 Обчисліть границю lim
n

n n n
��

� �� �4 22 .

Розв’язання. Проведемо тотожні перетворення:

4 22n n n� �  = 
4 2 4 2

4 2

2 2

2

n n n n n n

n n n

� �� � � �� �
� �

 = 
4 4

4 2

2 2

2

n n n

n n n

�� � �
� �

 = n
n n n4 22 + +

 =

= 1

4 1 2+ +
n

.

Тепер отримуємо: lim
n

n n n
��

� �� �4 22  = lim
n

n
��

� �

1

4 1 2
 = 1
4

.

Відповідь. 1
4

.

IV. Розв’язання практичної задачі. Групова активність (6–7 хв)

Як я вирішую певну проблему?

Задача. Під час вимірювання температури в кімнаті термометром отримують послідов-
ність показів Tn. Відомо, що правильна температура дорівнює T, а похибка вимі-
рювання після n-го вимірювання не перевищує εn , де �n � 0 , lim

n n��
�� 0 . При цьому 

для всіх n виконується нерівність: T T Tn n n� � � �� � .  Доведіть, що: lim
n nT T
��

� .

Розв’язання. З умови маємо: T T Tn n n� � � �� � , де �n � 0 , lim
n n��

�� 0 .

Знайдемо границі лівої та правої частин нерівності. 
Оскільки T — константа, то:   lim lim

n n n nT T T
�� ��

�� � � � �� � , lim lim
n n n nT T T
�� ��

�� � � � �� � .

Отже, за теоремою про двох конвоїрів: lim
n nT T
��

� . Доведено.
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V. Тренувальні вправи. Три рівні складності: А, В, С (8–10 хв)

Рівень А

1.	 Доведіть, що границя послідовності (xn) дорівнює нулю, якщо:

1) x
nn �
�

1
1

;	 2) x n
n

n �
�3 4

;	 3) x
n nn �
� �

1
1

;

4) x
n nn �

�
� �
4
5 14 ;	 5) x n n

n nn �
� �
� �

2

3
2 1

3 2
.

2.	 Доведіть, що границя послідовності (xn) дорівнює нулю, якщо:

1) x n
n

n �
�103 7

;	 2) x
n nn �

�

� �

1
2 1

;	 3) x n n
n nn �

�
� �

3

5 2 3
.

3.	 Обчисліть границю:

1) lim
n

n
n n��

�

� � �

2 3
4 1 3

;	 2) lim
n

n
n n�� � � �

2
1 22 2

.

4.	 Обчисліть границю:

1) lim
n

n
n n��

�

� � �

2
1 3

;	 2) lim
n

n
n��

�

�

1
4 12

.

5.	 Знайдіть границю:

1) lim
n n��

�
�

�
�

�

�
�1 2

3
;	 2) lim

n

n
n��

�3 2 ;	 3) lim
n

n
n��

�2
2
1 ;	 4) lim ( )

n

n n
n��

� �1 2

.

6.	 Знайдіть границю:

1) lim
n n��

��

�
�

�

�
�3 5

2 ;		  2) lim
n

n
n��

�2 7 3

3 ;

3) lim
n

n
n

n
��

��

�
�

�

�
� �2

2

2
41 ;	 4) lim

n

n

n
n

��

�11 2
2

.

7.	 Для даної збіжної послідовності (an) знайдіть нескінченно малу послідовність (βn) 
таку, що a an n� � � , де a — границя послідовності (an):

1) a
nn =
1 ;	 2) a n

nn � �1
;	 3) a n

nn �
�
�

4 2
3 1

;	 4) a n
nn

n

�
� �
�

2

2
1
1

( ) .

8.	 Для даної збіжної послідовності (an) знайдіть нескінченно малу послідовність (βn) 
таку, що a an n� � � , де a — границя послідовності (an):

1) a
nn =

1 ;	 2) a n
nn �
�1 ;	 3) a

nn

n

� �
�
�

2 1
12

( ) ;	 4) a n
nn � �
2
3

.

Рівень В

1.	 Для членів послідовностей (an) і (bn) при кожному n ∈  виконується нерівність 
0 ≤ ≤a bn n . Чи є правильним твердження:
1) якщо послідовність (bn) нескінченно мала, то й послідовність (an) нескінченно 
мала;
2) якщо послідовність (an) нескінченно мала, то й послідовність (bn) нескінченно 
мала?
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2.	 Чи є збіжною послідовність:

1) x n
nn �
�
�

2 4
3

;	 2) x n nn � �3 ;	 3) x n nn �
�2 sin  ?

3.	 Чи є збіжною послідовність:

1) x n
nn �
� 3

;	 2) x nn
n� �2 cos ;	 3) x nn

n
� �( )1  ?

4.	 Обчисліть границю lim( )
n

n n
��

� �1 .

5.	 Обчисліть границю lim
n

n n
��

� �� �2 3 .

6.	 Обчисліть границю lim
n

n n n
��

� �� �2 .

7.	 Обчисліть границю lim
n

n n n
��

� � �� �2 21 3 .

8.	 Доведіть рівність:
1) lim

n
nnq

��
� 0 , де q� �( ; )1 1 ;	 2) lim

n
n a

��
�1 , де a ≥ 1.

Рівень C

1.	 Знайдіть границю послідовності:

1) x n
n n=

5
;	 2) x n

n n=
23

2
;	 3) x n

n

n

n�
�3
5

;  	 4) x n
n n�

�1
2

.

2.	 Доведіть, що послідовність є нескінченно малою:

1) x n
n n=

3

2
;	 2) x n

n n�
�2 1

;	 3) x n
n

n

n=
3
5

6
3 .

3.	 Послідовність (an) прямує до нуля. Чи можна стверджувати, що послідовність (Sn), 
яку задано формулою S a a an n� � ���1 2 , має границю?

4.	 Знайдіть границю послідовності:

1) x nn
nn� �4 ;		  2) x n

nn =
sin ;

3) x nn
n=

2 ;		  4) x nn
n n nn� � ���� � �1 21 1 12 .

5.	 Знайдіть границю послідовності:

1) x nn
nn� � �5 2 ;	 2) x n

nn =
cos( !) ;	 3) xn

n nn� � �1 2 7 ;	 4) x nn
n= !2 .

6*.	 Побудуйте графік функції f x x
n

nn( ) lim� �
��

1 22 .

7*.	 Знайдіть границю послідовності x
n n n n

n nn nn nn
�

�
�

�
���

�

1
1

1
2

1 .

8*.	 Знайдіть границю послідовності x n
nn �

� � ��� �1 3 5 2 15 5 5 5

7
( ) .
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VI. Рефлексія. «Плюс-Мінус-Цікавинка» (1–2 хв)

(+) що було зрозумілим: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                  	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                                                                     
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Можливі теми для проєктів

1.	 Доведення властивостей числових послідовностей.
2.	 Зв’язок між монотонністю, обмеженістю та збіжністю числових послідовностей.
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